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^. I. Vjhiunque va speculando i progressi delTa 
Geometrìa de' curvilinei , ed i varj rami , cbe Jfeg- 
giadramente crebberle d' intorno , resterà sorpreso 
neir osservare , come i Geometri delP antichità ri* 
mota , e sin dalla culla della Geometria vi avesse- 
ro adeguatamente conosciute le curve coniche ; qua- 
siché la scienza de* Conici fosse nata si chiara e 
perfetta , qual n* è tra noi. Ed in v'ero essi vi cora- 
preser chiaramente la più semplice e la pivi elegan^* 
te genesi che conviensi alle dette curve. Ne dimo- 
strarono con venustà e rigore le molti|)lici proprie- 
tà , che le adornano : ed in fin vi prescrìssero i 
varj usi , che deggion farsi di queste curve nelFin- 
ventare , e massimamente nel construire i Problemi 
aolidi , che diciamo dì terzo grado , • o di quaiio. 
£i crederà , che cotesto privilegio di conoscenza si 
fosse accordato alla rara sapienza degli Aristei , de- 
gli Euclidi /degli Archimedi , e degli Apollonj , i 
quali furono ì primi padri del retto geometrizzare : 
di ciò non pago potrà credere , che lo avesser 
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meritato Qotestc Inee di secondo ordina , elie ^soii 
le cnrYcddla.Natiura. loipercipcchè le l^arabole sof 
no i senlieri de' corpi ^ che. dalla terra projettansi 
obbliquamente : e simili ad esse sono le Orbite dek^ 
le Comete y che da' rimoti spazj del Firmamento 
alle regioni solari fau ritórno. I Piàaeti tanto pri« 
mai^, che secondar] si volgono in ellittiche traiet- 
torie • E finalmente i gnomoni fitti a squadra svC 
piani orizzontali y o in su i pareti van descrivendo 
cogli estremi delle loro ombre or V una or V altrft 
di quelle curve y che dal segamento del cono conr 
un piano ricaviamo» Ma conviensi ^gli Eruditi Tin* 
llagare di quel mirabil fenomeno la cagione : ed io 
qói deggiò a prci de' giovatietti intrattenermi a cònt* 
piere uh ragionato discorso dell* argctóento. 

^. 2. Ari&teo Seniorcf (i) ^ vetustissimo 0é(j^ 



(i) Aristeo Seniore non fu un Filo»ofo Platonico^ co» 
lae opina il Moutucla neWHistoire des Mathemat. lib. /iX 
e eoa CIÒ pó&teriore al Divino Platone. Né tampoco £u<^ 
dòsso Gnidio fu al medesimo Àristeo anteriore, còme $cri-^ 
ve Giorgio K raffi ize/f ordine 'Cronològico de" Matehti 
4tnt^ Cotesto Geòmetra Crotoniate fu il miglior Discepoli 
di Pitagora , è1 primo di lui successore nella Scuola Ita* 
ISfcà. Arcbità Tarèntiuo -, che fu V ottavo successore di Pi* 
tàgbtii , e qliitfdi poUdriore ad Arisìeo almrno per un èe^ 
€fAó \ ^bl^ per discepoli nella Geometria Platone , ed Eu*^ 
doéso^ de^i(|i]iali il primo ritiovò T orditura dell^ analisi geo* 
inètrica , e V altro compose il V^^ libro degli Elementi y 
ove Tarte contieusi del dimostrare. ÌE tolrneià a gloria del* 
Ix* Stagna Grecia, le cui regioni formano lina pìàrte di quew 
^ RcjgnQ , che di là sica vèaiiti i primi sétti'^ ddh Gi»>^ 



^KUàf% «CcOtoauate , e .successore del ^.m^ti I^'tagoi|i 
lieUfi Scuolfi Italie^ > fin^ dall' infanzia creila Geoxne* 
itìBL eleiueiiiare coDgegni^ brevi e nitide i&tituzioiji 
su i Conici , dividendole in 5 libri (%). Ei ve ne 
aggiunse altrettanti su i Luoglì Solidi. E qUestVo^^ 
l^a destinata , coin^ io m' imniagino , a comporre 
i Problemi di terzo ^ o di quarto grado (3) , dovea 
costituire una parte essenziale di quel Corso anali- 
tico , che appellayasi dagli antichi Luogo Risolti^ 
io (4)» Dopo di Aristeo il Divino Piatone , Eudos*- 
so Gnidio , e 1 suo ii^iscepoio Menecmo , e forse 
tanti altri Geometri ^ le opere de' quali perirono ili 
mi co loro .norni^ scòyeisero altre verità sul mede* 
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ijQtótrià Sutliitì/è , ,ft àfSS" ane ,d* inventafc , t A\ (lìmostrare* 
JfambL de yita Pjth. C* i^L Stanici, de Pjth. e. ^^ ' 
£ruher. de Pjfh. 

(%) Vedi jPappp Alessandrino nella pr^, al lib. 7* 

^elle ^atam.Cùllefi. E Yiviaai nella prcfaz. della Sua II"^* 

Divinazione geom«tricii. su i luoghi solidi di Aristeo Seii)oi^* 

(3) I -Problemi. di 3»^ e di 4*^ g^^^do ^si clùam^vsmo 
dagli Autifiiiii , .'Problemi So]idi.^ 

(;4).I Geometri ) che travagliarono sili luògo risoluto^ 

't. che .gitt^trpuo le foadamenfa della Geomettia Sublime. « 

•^ixmo Aristeo iSenioi^ , Euclide , Eratostene , ed Apollonio ' 

Pergeo. .Qf^^ qjUalQr^i vgl^vasi islkiùre^a gjk)van^tto ^1^* 

arte deir inventare , e del dimostr^^re^ . dppo ,di ^aver^i ^t- 

^sti]^aqiei^e rec^^ta la (jeqmetria demeutai^, j^li.^i iacfvano 

apprendere i libri che appartenevano ^al I^uogo risaluto ,4jU! 

^ quali ^eccone Tordioe , e gli argomenti serbatici da Pappo 

da Moderni Geometri. 
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'simo soggetto. E 'queste cose dovettero €SS6ret[uet 
'materiale , onde Euclide ' (5) coiÈpose ì quattro l^ 
^bri dèlle^ sezioni coniclve , e che forse lo* stésso Pliii^ 
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OPERE ANAhlTlCHE PSGLI ANTICHI. 



Eaclidis data Lib. I. t 

Apollònii de Sectionc ra^ 1 Esistènti 
iionis. Lib. II. l 

Restituiti 

•'■■■'.•■ . ■ 

jffollQnii de Sectione Spa-' ( da Halley 

ili Lib. II. ( e dà Willebrordo Sneinò' 

'A ti " j . ' M r^ i dallo stesso Snellio, da Gian- 
JpoUonii deu:rmnatae Sé- \ „j^ ^ ^ j^^^ gj^, 

cUonis Lio, il. i ^^ 

'^ j 17 •• 1^. *• T IT J ^^ Francesco Vieta , e déX 

.Jpolhnii TaeiiQnum 1..11. J g.^ Pergola. 

^ f 1' r% * ^ T TTT (da Pietro Fermat , e dallo 

\4pollonii ^ IhcUnalionum. { da Marino Gfaetaldo , e da 
Lib. II. ( Horslejr. 

' \4pollonìi Locotum Plano* i da Francesco Schootcn , e 
rum. Lib. II. {da Roberto Simson. 

V ^ „ .. ^ . I VIL esistenti ^ ma il V. fii 

' ^^Pf^^^B'"'^''^^^ r l anche restituito da Vivia- 

^ Lib. YUi. I Di , e r Vili; da HaUey. 

Arìstaei Loca SolidiiJL.Y. da Vincenzo Viviani 
* EucUdis Locorum ad sur- 

perficiem Lib. II. ••.••••••« 

' ^JBrùtosthenis de medietati^ 
^ ' ^lu. Lib. 11'. -•••••«••j 

'**" (5)'Vecli-'l»appo nd-gitì*ào', eh' ci ne' rateai «ù i Cor- 
nei di Apollonio ndla cit. pref. 



^'^Apé At^ùeomein Archimede Sìriciisaiio. accolse tuf 

^Sonici « cui talora ne^ suoi libri delle Sferoidi • • 

aldle G>iioidi ei si rapporta • Ma . coteste. opere il 

tempo edace le involò tutte alla posterità erudita « 

£ niuna delle verità ^ che vi si contenevano , sareb* 

he passata ad illustrar nostra ragione ^ se per buona 

fortuna non fossero a noi pervenuti i Conici di A-- 

poUonio Pergeo , ove con belFordine veggonsi quel* 

' le riunite , e col rigor della Sintesi dimostrate • 

^.3. Questo Valentuomo nato.in.Perga Città 
della Panfilia ^47 ^^'^^ prima dell' Era volgare fa 
istituito da' Discepoli di Euclide in Alessandria , e 
divenne un Geometra quanto esteso nelle matema- 
tiche conoscenze , altrettanto ferace d'invenzioni. Ei 
ira le molte opere , che compose , scrisse Vili li- 
'bri su i Conici: ordinando ne' prinii quattro , iUu* 
^trando , ed universalizzando ciò che gii avean tra« 
smesso su tali curve i Geometri anteriori: ed ag- 
giungendovi dèlie verità più sublimi negU ultimi 
quattro libri. Se i primi quattro di questi libri sie- 
^o stati quegli stessi^ che avea composti ; EucKde 
sul medesimo soggetto, - o se Apollonio , ch'era mol- 
to cupido di gloria , avendo involato alcuni privati 
manoscritti ad Archimede , gli avesse pubblicati in 
fioo nome (6) ^ non cale qui di esaminare* Ei .ftrà 



MMM. 



(6) Gli Scrittori ^ che hanno uà Apollonio imputate 

' questo plagio letterario, si furotto tra gli antichi Eradia 

nella vita^ di Archimede , e tra^ moderni Guidone Ubaldo 

ne* Comcntaij ift Aic^kiiacde , e Voysi^ d^U S$ritlori Ma-^ 

jkamiici. 
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Vane^ come T JiQ id^ttQ m^ da j)iiiijCÌpjo, .^e 4f>^^.|^t 
ipi tensipi (kll^ Geotpetfi^ ^ sieiiQ i^i^ntaiimpjll 
comprese le liotoq 4i Ji^. .qrdiqe ^ jcW iHW ^a ^m* 
si^jSJL è coftosciulo esiser I9 iQurve .^ella ;pMui«i» 

§. ;4, Ala jirijRMi , iìb'jio ,v,i wgioai 4^* or^if 
j^ , iche d^ iravi^isn tne'iCoqioi 4i .(^poilpqip, 4^1 £1^ 
»4U.f|qe3ti libici , te .4i «aUr? .^per£ pi^doUe a ,dì por 
^tri auU.p st^sw aj5^«p?)lo., non ivVinc^goiMì^ P JDiep^OCfi 
;glcttne CQse sHllVqi:iiitpji^ iJe ©«todi , .cpi ^uf^li con-. 
*^àm .trat^ave rfsimjU ipiatje|]?ie« 

. |. :5. I infltodi., ^ade «i .d^gg}o»o linivc^ligar 

.ì^ aSì^OQi ^el|e «curve ipopiche per j)OÌ ,disporlie m 

mop sciieptifico: sis^i^a 9 ;p^i|xni »des$Qr rd^e, iiipo £^À^ 

•retto , Inverno .PiaUro. .11 ;primo joqosìate Jiel ^piaor 

tar l(B igentesi rdi :e^se cur^e.i ^e nel itaccorae ile prq--^ 

prietà) -onde distÌQgyon$i 9 s^viluppando la n^Xìhm^ 

e^ ì > rapporti. di quelle cose ,i^Ue cQDQoi^fpnp.aig^ 

.nerarle. £ qeir.^liro ^non ji fa , «cbe prqppriie jv^ 

. g/eneralis^ima €quazipne/|]uadraUca indetermitiat^, dai 

f^iiQui mAi^gJio I le ^p«cÌ6 rilevin^LdeUelinee di U^ 

ordine. 9 le propci^fà (prò , i<^d i «modi. dì ig^oeiac-* 

ila.* Dwque T eccielleó^a d«l ^imo di qwi»ti*dii« 

iAietodi .riluce nella sefnplicità della ge/te^idi ci«« 

<fleuna. curv^a conica , e,ueìXt^l0gun:ita dello svilujt^. 

pò delle di lei affezioni : laddove quella delF /;i« 

l/ér^ò vuol ripetersi dalla faciltà di comprendere ^ 

e di eseguire quelle analitiche evoluzioni, onde rac* 

cólgiùóisi dalla mentovata equazione le proprietà di 

€sse curve. 

..v: iS*; ^vP^ 1^ 5^® conicele SÌ possano ^jLof^^ 
Mte dalla seiìone del cono fatta con uu pisaa^ 
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éé'tàòli Mfiéltàci i UàòrM ptt isvìlii^p^ 4i fili mpli« 
M<!i à^^ èérte latuifté ttfti^é§it: i^à Anche catta rìgn^ 
a eòi t&fnpÈisi^ è rìll^tor ^ Geòibéflii di «dgàif 
^«' {mMi V K^u*'^ pisitìtébhétdi tali cèryir y <y di 
«ègfìliàrK HóTt delle «òiH'eileiriyK jANiieiìoiri^ Di ]fiè le 
AViiiij>i^ delle ^le^ktà' ÌOM ptii €fsegui>sì <iofi ««' 
flt^césse^ jfttVàtóè'ftte ft{metiò(9 (7)4 il ^imle pfkici<^ 
ftilÉiéiitè ÈètHO^té t^na tfàétAvtiéthM di fàgióti gM^ 
metriche : ed esso può beo aneto gt^dàt^ a àà% 
Con M gfttdi^idM iihatieggiò dèlie' abolitiCffae equa** 
liòm. Dunque diversi inetòdi ài {Mèsdno €otifeti«ik 
tohUenté pt-éscfitefé ^ «d esegtfif cèfi elegante tàii^ 
(Ò ùél ibi^iilàt gfi EtetiteiiifT dette twvft t^rtriclie, tb% 
htì éàihè Iti kfM Mtiiziòili fi^gitfvanetlL 

^. ^. Ma trA tbité quéste géM^i dtifle ciirtH 
tdmtfyè , ^d n* é M«rl cótattM àfMnpf i)^<l ^ e gecmiifc 
Irìca , t^tiaUto 1^ è <]Mllà jsÉf* itèzic^s f II tbtio^ 6 k 
^òsilitrùé ^ liti Inatto èòlaMéikté esigono « getterai^ 
le: àeUza thè i{ i? avviluppiate (è ihóli t « feniiotoi 
di fili, e congegnaxioni di strumenti f ed ttltre u^ 
te dtillà iie<ó^li6ìfà g^oitiètriòa ftlkfie. 

$; 91' ItitaiKò i {yéMAelri atitttriori il grande^ 



ti) ^V^ t ^iHs ih AlgÀHi id òtliehé Icd miàcggìo 
delle analitiche Equazioni , nella Sintesi deesi procuralt 
colle tràstnutaziohi t^llè i^gfòhi géotdelritbn. fili uà Gio- 
vile , the tnol cdttvtrti^e hhà qmdtlie diMoHra^iene dalT 
un mttDdo neff altro , non 'solb délsf àtei* familiari gli arti^» 
1h^ tnVintòri di rfteiìi Atte laetodi} fta He ^6è cmeMcr Ixs^ 
naiiche la loro conispondenza. 
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Apollonio impiegavaiio il cono retto per la fjfeneri' 
di queste cttrve * (8) : erìgendone che fosse perpend»» 
colflò^ ad un lato del triangolo per Tasse il diame* 
tro di ciascuna di coteste sezioni • Duncpie dov^aa 
proporvi il cono rettangolo per la genesi della Pa^ 
rabòla ^ V acutangolo per V Ellisse ^ e T ottusangolo 
per 1* Iperbole. £ quindi da' nomi di cotesti solidi 
la Parabola- fu detta sectio^coni recianguU^ TEI* 
lisse sectio coni acutanguli » e T Iperbole . sedia 
coni obtusangulL 

^. 9. Ma era serbato al grande Apollonio Fin-- 
tender come da un qualunque cono ,0 eh* ei sia 
retto o pure obblìquo , ciascuna delle curve coni* 
die potesse ricavarsi 9 sol che un piano lo seghi 
in diverse guise. E volle il Valentuomo chiamarle 
Parabola ^ Ellisse , ed Iperbole : poiché nella 
prima di queste sezioni il quadrato di ciascuna s€>-^ 
miordinata pareggia il rettangolo, del lato retto nel* 
la corrispondente ascissa ; mentre nella seconda quel* 
lo di questo n' è minore , e nell' Iperbole, n* è poi, 
maggiore (9). 

^. le. £ volendo qui divisare gli argomenti 
di quegli otto libri , io non fo che trascrivere quel 



• (8) Vedi il CommeDtario di Eutoi^ìo nel I. lib. di 

Apollonio. 

(9) Recò meraviglia a^ Geometri Antichi , che Apol- 
lonio avesse felicemente scoverta la genesi universale delle 
curve coniche , dando loro i convenevoli nomi diParabola, 
C Iperbole ^ e di Ellisse ^ pad* essi. meritamente lo chiama* 
rono il Graìi Geometra, 



^tote>, cbe Apoliotìio n'espresse m una stia lettem 

ìmI Eudemo • j» £jù odo auiem iibrìs , quatuor 

primi hufus disciplinae còntinent elementa. Qua^ 

^Tum primas tfoidem complectitur generationes 

irium coni seciionum , et éarum quae oppositae 

idicunlur ; itemque prìncipaJia ipsarum acciden^ 

'4ia , a nobis et uberius , et universalius , quark 

ub éUiiSy qui de éa #v seripserunt ^ elabqratft. 

Secundus liber tractat ea , quae atiinent ùd 3ia^ 

meiros , et ad aa:es sectionum , et ad Ulas /t- 

neas , quae cum sectione non conveniunti quae 

4» Graecis «jv/M^rrivroi appellantur : tum de aliis 

disserit , qiiae et generalem , et necessariam uti* 

iiUUem ad determinationes afferunt^ Quas auient 

vocem diiW^t^s \i et quos axes ex hoc libro 

cogno^ces. Tertius liber continet multa ^ et ad"' 

fnirabUia Theoremata , quae utilia erunt^ et ad 

'solidorum Ivcorum compositidnes y et ad deter^ 

minaiiones. Quoìtim complura , et pùlcherrima ^ 

et nova sunt. Haec nos perpendentes ^ animad-^ 

vertimus non positam esse ab Euclide rationem 

componendi loci ad tre,s , et quatuor lineas; ve^ 

rum ' ipsius tnniummodo pttrticulam quamdam : 

atque hanc non saiis feliciter. Non- enim fieri 

poterat , ut ea còmpositió recte perficeretur ab* 

^que iis , quae a nobis inventa sunt (ijo). Quan* 
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(io) Àpolldnio ì{vl iiitenclé parlare del hmoso ProMe* 
tea dette ifkaittv rette ^ idei qualv; io vi recai la toluzione 
^eoonetrica nella prjipa. ÌSdizione di questi Elementi. Ma e* 
gli verso la fine del Lib.III. de'Conici rdpporU le proprie^ 



'tus liber tradii quot modis conoìiim séctlonés M 

ter se , et circuii circumfereniiae occurrere pos^ 

sint ; et multa alia ad pleniorem doctrinam , 

quorum nihii ab iis ^ qui ante nos fuerunt ^ me^ 

moriae prodiium est. Coni' sectio , et circuii 

cirvumferentia , et oppositae sectiones ad quot 

-puncta oppositis sectionibus occun*ant. Reliqui 

autem quatuor libri ad abundantiorem scieniidm 

pertinent. Quintus enimde minimis et maximis 

magna ex parte agit (ii) • Sextus de aequali^ 

bus^ et simiUbus coni sectionibus. Septimus con^ 

tinet Theoremata , quae determinando vim ha^ 

hént (ia). Octàvus Problemata conica détermi^ 

nata. At vero omnibus his editis , licet unicui- 

que , qui in ea legendo ihciderit , ex animi sui 

sententia judicare. 

%. II. Nel quarto secolo dell^ Era volgare i 
Conici di Apollonio furono illustrati con molti Lem- 
mi da Pappo Alessandrino. £ nel quinto Eutocie 
Ascalonita , e la saggia Ippazia , figliuola di Teooe 
Aiessandriho , gli ornarono con de' Gomenti (i3) • 

^ ; • , . 

tà de' Fuochi , o degli Umbiliclii , che dagli antichi dice- 
\an$i puncta ex comparatione facta» 

(il) Questo Gran Geometra nel Lib. V. de'Conici git- 
alo le fondamenta delle Teorie moderne de' raggi de' Circoli 
Osculatori , e deW Evolute, 

(12) Àppollouio nel VII libro de' Conici esamina i rap- 
porti , che han,fra loro i diametii conjugati ed ì parametri 
$x nell'Ellisse, che nell'Iperbole. 

' (i3) I Comcnti di questa saggia danna si son' perduti 
interamente: e ne soa rimasti oue'soli, che ayeaire compo^ 
iti Etttoeio Ascalonita. 



CK Ar&Li dal nono secolo in poi fecero nel loro 
idioma alquante Parafrasi su i primi selte libri de* 
medesimi Conici, E verso Ja jnetà del secolo de* 
cimosesto apparvero in Ilalia due versioni latiue de'' 
primi quattro libri di Apollonio : la prima scritta 
infelicemente, da Memm^io Veneziano nciranno i537^ 
e r altra fiotta nel i5o6 da Federico Commandino 
Urbinate con penetrazione , ed eleganza (i4) • 

^•la. Ma i Geometri di Europa in sino alla 
metà del secolo trascorso non ebbero che i primi 
quattro libri de* mentO:vati Conici ; e ne agognaro-; 
no mai sempre i rimanenti. Onde TAb. &jaurolico, 
insigne Geometra Messinese, volendoli restituire col^ 
ponderarne i loro argomenti trasmessici da Pappo, o 
espressi nella lettera quassù recata nel ^* io. , vi riuscì 
lodevolmente nel poterne solamente abbozzare nell' 
anno ìb(\'j il quinto, el sesto libro de'Conici sud- 
detti. E Vincenzio Viviapi celebre Geometra Fio-, 
rentino seguendo le orme di Maurolico si, pose an- 
cor e^li verso la metà del secolo decimoseltimo ad 
ordire una geometrica Divinazione al quinto libro 
di Apoilonio , cb' è su i Mussimi ^ ed i Minimi. 
Ma chi r avrebbe creduto ! cotest' opera dtl Vivia- 



(i4) CommanJiao nella sua versione de*" primi 4» bl^" 
di Apollonio soggiunse ad ogni dimostrazione di questo Geo- 
metra tanto i Comeuti di Eutocie , che le sue note geome- 
triche. Ed alla fine di una tal opera ne recò ili. libri del- 
le sezioni cilindricThe , e coniche di Sereno Antessrnse , il 
quale fiori nel secolo III dell'Era volgale , e destinò ^ue- 
tC opera a togliere quel volgare pregiudizio , che T Ellisse 

conica fosse ben diversa doQa ciliodrica. 
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ni par che avessene promosse in Europa non poche 
Parafrasi Arabe de' Conici di Apollonio , ed impe- 
gnati gti Eruditi ad altrettante versioni. Imperocché 
il nostro Borelii essendosi imbattuto nella Bibliote^^ 
ca. Medicea in un Manoscritto (i 5) Arabo, ( che co^ 
nobbe chiaramente contenere i primi VII. libri di 
Apollonio ) ottenne dalia generosità di Ferdinanda 
IL Gran Duca di Toscana di farlo transitare in i* 
dioma latiqo da Abramo Ecchellense Maronita. E Gia- 
como Golio peritissimo nelle lingue Orientali, e net- 
la Geometria, ritornando da Oriente con molti Ma-> 
noscritti Arabi vi condusse anche tre de' rimanenti 
libri de' conici di Apollonio, cioè il V il VI ed il 
VII. Ma la sua versione , e quelle di Claudio Hardy, 
e di Cristiano Ravio (i6), uscirono alla luce dopa 
dell' opera dell' Ecchellense. 

^. i5. Or mentre in Roma compivasi dalFEc-- 
chellense , e colla cura dell' acutissimo Sorelli la 
versione del Manoscritto Arabo , Vincenzio Viviani 
accelero ad istanz^a de' sudi amici T intrapresa Divi- 
nazione : ed istampoUa nel 1669 due anni primii 
della versione dell' Ecchellense ^ che fu anteriore , 



(i5) Ignazio Ncama Patriarca Antiocheno lasciè in cto* 
no a Ferdinando I. Gran Duca di Toscana un gran nit- 
mero di Manoscritti Orientali , tra' quali poi si rinvenne la 
parafrasi Araba , che de' primi 7. lib. di Apollonio aveane 
fatta Abalfato Aspahanese. V. la Pref. alPApolU del Borelii, 

(16) Cristiano Ravio compir la sua versione coirajuto 
del dotto Matematico Samuele Reihero. Vedi Att^ degli 
£rud. di Lips. ann. i665. pag. 399. £ Giorgio Kxafiìt 
adi' hi.Qt^ delia Ocom. SubK 






cenie si h detto qm sopra , a quelle de' dae Godici 
Gofiano, e Raviano. Intanto dopo d'essersi pubbli^-' 
cate siffatte yersiòm , piacque a' Matematici di con- 
frontare insieme il V libro di Apollonio colla suaf 
Divinazione fattane dal Viyiani : e da essi fu deci* 
so , che in alcune Teoiie il Geometra Italiano era 
del pari profondo , che quello di Perga ; e che ini 
altre il Viviani erane ito più lungi di Apollonio ^ 
cioè del Gran Geometra dell'Antichità rimota. On^ 
de meritevolmente potrà considerarsi questa Divina^ 
zione del Viviani , come un degno supplemento al«^ 
le antiche Teorìe delle curve coniche. 

^. 14. Finalmente nell'anno 1710 usdda'tor'^ 
chi della Città di Oxford la più nitida , e la pià^ 
magnifica edizione de' Conici di Apollonio per ope- 
ra di Edmoildo Halley : ove quest'insigne Astrono^ 
ino ne restituì benanche V ottavo libro con una geo* 
metrica Divinazione , il cui titolo è i4/7o//on<i Còni* 
corum liber Vili restitutus , sive de Plroblematis 
determinatis Divinatio. Ne'primi 4 libri vi è il testò 
greco con accanto la versione latina : gli altri ti*e, 
che vi s^uono ordinatamente , sono ìiel solo idioma 
latino, ritratti dal Codice Goliano , e dalla versione 
deir Ecchellense : e V ottavo libro Tè finalmente un 
lavoro deir i ngegno dello stesso Halley , ed ha per 
oggetto r investigazione de' diametri delle Curve 
Coniche, che abbiano certe condizioni. Questo pro- 
fondo Geometra avea pur anche nell' anno 170S 
pubblicata un'altra opera di Apollonio de seclione 
rationis , et spatii , reintegrandola da un manoscrit- 
to Arabo rinvenuto nella Biblioteca Bodlejana. £ 
quesV opera y per quanto si rileva dalla sua epigror 
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fé , ddlle cose clie vi si contengono ^ e dalla ìndi^ 
cazione che ne fa Pappo , è ben diversa dall' otta- 
vo, libro de' Conici di Apollonio , e dalla diyinauo« 
ne di esso fattane dallo stesso Halley. Ne quindi so 
intendere , come il dottissimo Krafft stenti a com-* 
prendere la diversità di queste due produzioni del 
sómmo Hallej. Vedi la sua Istoria della Geomi^ 
Subì. pag. aS. 

§. i5. Or sebbene quesf opera di Apollonio 
fosse sembrata a' Dotti si pregevole e compita, che 
mun de' Geometri dovesse aver T ardimento di dar- 
le nuovo torno , non che di aggiungerle cosa nuo- 
va; pur non dimeno nel i632 il Gavalier Claudio -> 
l^idorgio Parigino ebbe il coraggio di sistemar gli 
Elementi delle curve coniche (17) con un metodo 
diverso dall' Apolloniano , e di aggiungervi alcuni 
modi particolari , onde ^scriverle per assegnazion 
di punti. Ed ei fu il primo , che chiamò Pararne* 
tri delle curve coniche quelle linee , che dagli 
Antichi dicevansi (18) Lati retti: la qual denominazio- 
ne si è costantemente da'moderni Geometri ritenuta. 
. ^. i6. Nell'anno 1647 apparve nella Repub- 
blica de' Letterati la Quadratura del Circolo , e 
deir Iperbole dei P. Gregorio di S. Vincenzo Ge- 
suita de' Paesi Bassi ^ opera ricolma di verità nuo>* 
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(17) Le opere di Maurolico diedero de' gran lami 
Claudio Midorgio. Vedi la pref. de*^ Conici del Borelli , t 
Krafft §. i5. dell' istor. della Geom. Subì. 

(18) Il parametro dice vasi dagli Antichi Latus rectum^ 
quasi Latùs ereciwn , perchè solevasi porre perpeudicolac^ 



>f5 ed utili liòii^ solo alla dottrina de* Conici , che 
V nuovi Metodi d* inventare (ig), 

^. 17, Il Signor Giovanni de Witt , felice Geo- 
Ihetra e sgraziato Politico di Olanda (ao) , insin 
•dalTanno i658 comprese gli Elementi delle linee 
curve divisi in due libri : nel primo de' quali recò^ 
'la genesi delle curve coniche per moti di rette già** 
centi in un piano : e di là ne attinse sinteticamen-^ 
te, e con eleganza le proprietà lóro. Ma nel secoo* 
^ ei dissertò su i Luoghi geometrici : salendo gra* 
datamente dalle più semplici in fra Yequazioni qua^ 
dratiche a due indeterminale alle più composte^ 
ed universali. 

$. 18. Inoltre il Signor de la Hire pubblicò 
nel 168& un'opera compiuta suUe curve coniche \ 



(19) Ecco su tal proposito un vantaggioso giudizio ^li 
^utsf Opera fattone dal Leibnitz, Accad. di Lips« 1695. 
Majora subsidia atiuleretriumifiriillustreSy Cartesius osteH' 
sa ratione lineas Geometrìae exprimendi per aequatìoneit^ 
Fernuttìus indenta méthodo de niaximis et lAinimis , et 
:Cregorius a S, FincenUo mùltis praeclaris inyenlis. 

(20) Giovanni de Witt avendo lasciati gli ameht Stii% 
4lj delle Matematiche si diede alla Politica , e 'co' lùtei di 
«questa Scienza divenne tanto utile alla sua Patria , quanto 
le fu Cornelio di lai fratello col suo coraggio. Ma tutti e 
due nel 1672 furono sgraziatamente tagliati a pezzi dal ftt-< 
tor popolare adizzatosi dalla fazióne dello Statolder. Ipflazia 
Alessandrina intendentissima della Geometria Sublime ànclie 
per una sollevazicme del Popolo fu trucidata nd IV secola 
jdella Chiesa , >coine il fu ne' ten^i pnk rimoti lo stesso PriUf 

1^ de'; Q^^WQ^i (Àf <4w^4^; 3irii9umQ p^ ^Mli cagioni* 
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dimostrando >:oI metodo sintetico tutto ci^ ^ che &I 
i^sse prìncipalofiente si appartiene • Quo^ò celebre 
Geometra adottò alcuni principj del Signor Desar* 
gues , e dell ingegnosissimo Siguor Pascale : ma 
molte altre verità nuove ed eleganti ei vi aggiun- 
se (ai) colla propria speculazione. 

^. iQ. Verso la fine del secolo decìmosettimo 
Cristiano Ugenìo , acutissimo Geometra Olandese ^ 
oltre ad aver nitidamente risoluti non pochi Pro- 
blemi solidi (sa) , trattò con eleganza delle dimen* 



, (ai) LMugegnosissimo Signor Pascale servendosi di una 
tetta divisa armonicamente seppe molte verità su i Conici 
«Rimostrare con eleganza^ ed Universalmente» Ma quesfope^^ 
ra si è perduta: e solamente nelle lettere di Cartesio si fa 
menzione di essa : siccome poche cose ci son pervenute di 
una consimile opera di Desargues« Ma Filippo de la Hire 
nel i68S stampò i suoi elementi de"^ Conici con que^ prìn^ 
•eipj della divi«ion conterminale di una ietta , e senza pun« 
to nominarvi il Borelli ^ che nell' anno 1676 T area prima 
^di.lui adoperata. Lo che dispiace agli 'Et\ià\ti.Fedi Kraffi 
Ceom^ SubL p. jo. 

{%%) Que&to gran Geometra sciolse con indicil>il el^* 
, ganza i aegii^nti ProUemi su i Conici. Ritrovare una retta 
Mguaie ad un dato arco parabolico «^ Esibire un cerchio 
nguah alla ^upetficie della Conoide ^ che vien generata 
da una sezione conica ricolta intorno id suo asse : ed 
^Itri. Ma tra queste soluzioni quella dell^ anticfaissimo Pro** 
Mema di dit^ider la Sfera in una data ragione, sembra 
di una maraviglioaa semplicità : imperocché egli la fa sola^ 
inente dipendere dalla trisezione delP angolo , senza ricor« 
|:erne alla combinazione della Parabola e delP Iperbole e det 
r^ji^llissc, come .fecero alcuni Geometri antichi.^Ma un no«- 
ftr.Q jìpmiitù^ ha diflKMrtto j^òl^ mre dal proposto ¥ro» 



si^i deile curve coofcho^, e delie ìùi^et>oluzionL 
£ r Immortai Newton disstinò la sexkme IV , e V 
de' suoi Prindp. iMatem. della Filofi. NslU ad isnoi- 
dare alquanti difficilissimi Problemi sulle Tazioni 
di tali curve. Questo" Geòmetra , ch'era tutf inten- 
to a promuovere il suo metodo delle Flussioni , ed 
« cliiarir colla Geometria le arcane Leggi de' Cieli 
e della Natura , s' intrattenne per alleviar sue cu- 
re nelle amene vie deir Analisi Antica : e (ft3) qui* 
Vi abbattendosi al Problema delle quattro rette , di 
cui si cercava fin da que' tempi la geometrica com- 
2>osizione (^4)) ^^ disciolse immantinente, ed iti 



bkma r Equazione x^ — 3rrr -f- rr ( ar-— A ) s=: o , óve r 
dinoti il raggio della data sfera , x la distanza del centro 
della sfera dal piano segante ^ ed A F altezza del cono , 
che abbia per base il circolo ausitimo , e siavi uguale ad 
uno de' s^[menti ricliiesti ( Traiti Aua,L de'ZUog/u Geome-^ 
trici pug. i3, ) » Ed essendo cotesta Equazione pariforme 
m quella , cbe il Cartesio nuveone per la trisezione ango« 
lare ^ sarà facilissima cosa il ridurre quel Problema a que«* 
«to y e poi comporlo geometricamente» 

(i3) U Problema delle quattro rett^ , la di cui com« 
posizione fu recata nella i^. Edizioae di queati Elementi , 
vien da Pappo riferito ne' seguenti termini (Pref. al 7.Lib« 
CoUes. Matem. ). Si ad qucUuor reetas ìineas posilioM 
fdatas in datis angulis Uneae ducantur ab' uno , eodem-^ 
i/ue puncto \ el rectanguU duabus duciis contenti ad con* 
Wiium duabus reliquis proportio data sii \ illud punctun^ 
ìdaiam coni seetionem positiane coniingei» 

(^4) Cartesio parlando nel libro P. della tua Geomer^ 
trta di ma tal Quistiofie si disse : quam nitc EucUdes ^ 
Hec ApoOomus , nec quisquam alims pcmtwi resohert po^ 
6ii3ivl% Gd^ atte n t ici la «la opiaiou^ po'^rguAUJi A^^^À 4i 
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egrégj modi. OPòich^ egli nel congegnanie rànzidet* 
ta composizione non si valse di altri prìncipi ^ che 
di que' soli , che a'Geometrì Greci eran noti. 
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Pappo ( Prcf. lib. 7. Collez. Matem. ). Quem dicit A^ 
pollonius in lib, ili. locum ad tres et quatuor lineas ah 
Euclide perftctum non esse , neque ipse perficere poteifati 
neque aliquis alius. Ed io vi aggiungerei le rimanenti pa*^ 
role del medesimo paragrafo cioè : sed neque pauUutuftì 
quid addcre iis , qUae EucUdes scripsit per ea tantum co- 
nica , quae usque ad Euclidis tempora praemonstratt^ 
sunt y ut etiam ipse testatur dicens , ^eri non posse ut 
locus perficeretur absque iis , quae ipse scribere coactus 
sit^ E. questi detti di Pappo alludono a ciò che Apollonia 
avea indicato nell" epigrafe del lil ® libro de'Conici (J.io)* 
Non enimjieri poterat , ut ea compositio recte perficere* 
tur absque iis , quae a nobis im^cnta sunt. Or da tutto 
il contesto di Pappo , e dalla detta epigrafe di Apollonio 
tin' altra illazione io qui ritraggo. Cioè consoli Conici di 
-Aristco, uè Euclide , né Apollonio , né verun altio Geo-^ 
metra potè mai comporre il Problema delle quattro rette* 
ApoUouio vi scovri de^ nuovi prihcipj per la perfetta comr 
^posizione di un tal luogo , e con essi ne riusci lodevol- 
mente. Ed in vero , se Apollonio non avesse composto il 
Problema delle quattro rette , come poteva categoricamen- 
te asserire un tal luogo esserne una delle tre curve coniche 
data di posizione ? Or se il compose , dovè anteriormente 
praticarvi con buon successo V analisi geometrica , cioè ri- 
solverlo : dovendo quella nascer da questa. E s'ei ne a- 
vesse tentata la soluzione senza guidarla a fine ( al che al- 
ludono le parole del Cartesio ) non avrebbe menata una U 
magnifica jattanza, ed a spese del mitissimo Euclide ,. rim* 
procciandogli quel che si legge nel!' epigrafe del suo . libF# 
Herxo de' QOflici nella citata lettera ad J^&denio ( S* ^^' )^ 
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; ^. ap.' Nel princìpio del secolo antfpassato ho* 
renzo Lorenzini ^ che fu nobile Allievo del Vivia- 
ni , nell'ozio e tra disagi dì una prigione ove per 
so anni sciaguratamente fu ritenuto, compose sei 
JEsercitazioni geometriche^ che han per oggetto le 
sezioni coniche , le cilìndriche , i solidi nati dalle 
loro rivoluzioni, le linee logaritmiche, ed altri pun* 
ti ÌQta*es$anti di Geometria. Ed ei non solo seppe 
ingradarsi oltre alle invenzioni Apolloniane , e \i^ 
vian^; ma ristaurò.pur anche Tarte di elegante*- • 
mente geometrizzare alla maniera Greca , che gl'Ita^ 
l^ani si pregiaron mai sempre di emulare . Ma una 
sola di queste Esj^citazioni fu data in luce nel 173.1, 
e le altre serbansi tuttora nella Biblioteca Maglia- 
becchiana (a3) , quai preziosi parti del suo ingegno. 
«... 

METODO DE' LIMITI. 

%. ai. ir Grande Archimede impegnatosi alfa 
^imension de Cun>illnei , che in que' tf mpi era 
wn oggetto nuovo ed interessante in Geometria, 
adottò quel nobile e sicaro metodo d' Esaustione ' 
ò de* Limiti j dal cui seno poi ne sgorgarono gli 
altri due degV Indivisibili ^ e delle Prime ed Z7/- 
iime Ragioni (^4)* ^^ ^^ '^^^ figura curvilinea (ca- 
cone" un abbozzo di quésto metodo ) continuamea-* 

(a3) Vedi Ferronio ne* Prolegomeni dette Grandezze 
•Esponenziali pag, XXV. 

. (24) Ecco ciò, che ne dice Walli^ di Archimede : P^ir 
•stupendae sagacitatis , qui prima Jundamenta posuit in^ 
^y^nlionupi Jere omnium y de quihus promo^endis a$ias no^ 
stra gloriatur. 
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le isGrivanfii de' rettilinei, ed altrettanti le d cip- 
coscrivano , sicché la differenza di quelli e di qjae< 
ftti possa divenir minore di qualunque grandezza as«< 
segnabiie ; tanto i rettilinei iscritti nella figura cuf^ 
TÌlmea , che i circoscritti si diranno terminare id^ 
essa : e questa figura sarà limite degli uni e degli 
altri. Or da queste nozioni traggonsi due principi^ 
regolatori delle dimostrazioni di tal genere. P. Quel^ 
le grandezze , che hanno un' istessa limite j sé 
debbono avere per uguali^ 11^. Se le grandezalè i 
che continuamente iscrivansi in due figure , età 
in sin che terminino in queste abbian sempre Jrtd 
loro una data ragione; questa medesima ragion 
me dovranno avere le figure anzidette (a5). 

4 . „ . . ■ i 

METODO DEGLI INDIVISIBIU. 

^. 22. Bonaventura Cavalieri Geometra Mila- 
cese^ il cui nome sarà sempre chiaro in Europa pel 
suo metodo degVIndipisibili^ e per le molte veri-^ 
tà con esso brevemei^te dimostrate ^ gittò egU il . 
primo le fondementa de' Metodi Sommatorj: di ck^ 
ppi si valsero non pochi illustri Ma]kematici per lik 
dimensione de' Curvilinei « Questo metodo^ ch'è ben^ 
d' illustrare a' giovanetti , parmi esser divÌ30 in due 
rami , il primo de' quali io qui adombro e per 1^ 
sole figure piane: poiché Taltro può conoscersi da (*6) 
questo ) e T uno e T altro a' solidi applicarsi. Gioèfc 

% 

(2$) Vedi Maclauriu neir Introduzione al Traiti tU^ 
Jtuxions \ e Ferroaio %vX Binomio Newtoniano $• 9. Q« 
f^r. cit, per V estensione di uq tal priocipio. 

<»6) Vedi Gfom. di Cavalim lib. lU. e lY. 
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Svdìk lìnea rètta AD (fig. a) e dalla medesima par<« 
te di: <^to Hsi^ft eo5ti(uite le due figura pi^e^FB » 
GGD di uguali altezze ] ed ovunque nelle dette fi* 
gure conducasi la iinea retta ad parallela a quella 
httgej £d oltre a eie 1^ parti aà i c4 dì' questa li- 
iMa naitta sien semprb n^a constante ragione di -^ 
ad . ft; te mentouMe jigu/re AFB , CGO d^'^rai^ 
henmnàìm avete, là fnedesima ragione ài m ad n^t 
Ittipérocchè. perk il £1; V. tutte le linee rette AB^ 
ab 4 etc# a «tutte le altre CD ^ ed , eie. aona nella 
rAgioae cU^ Iti ad f». Dunque la figura AFB^ ^rib 
idT altra > GGD come ut ad ir^ > 

ifi %Z. Ma quest'intima illazione non pub regfi 
gere in alcun moda , se non vi si eupponga ^ ch#^ 
tanto le linee rette AB , ab , etc. , che le altre GD« 
ed , etc. occupino le due figure AFB « GGD re^ 
i^eitivamettte • Il saggio Geometra teoiendo . dì cé^. 
dère nello Zenonistica composizion del ..continuo coib 
àfiatta occupazione cercò di scansarla • Ma teneiH 
do gagliardamente èonatretto dalle imputazioni , cha 
poi gli fece il Giddino > ai lascia dire: me non nu^ 
merum ipsarum comparare^ quem ignoramus^ sed 
$aniwÀ magnitudinem , ijuae adaequaiur spatia 
ab iisdem occupato ( Scoi. Prop. t. Lib. II )p E 
pòi dichiarò , che quelle linee rette oecupatrici àt^ 
detti spazj doveansi prendere per altrettanti rettan« 
goli ridotti alla mìnima loro latitudine : e che il suo 
Mètodo, sebbene sia più energico ed attivo di quel- 
Io de' Limiti , abbia non per tanto la medesima, di 
lui natura* E perciò noi potrem dire collMHttstrQ. 
^ewton, che questo metodo del Cavalierii ch'èsuc«> 
cinto ed attivo nel dinmstrare siane alquanto, duro ^. 
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METODO DELLE PRIME ED ULTIME 

RAGIONI. 

^. t4* ^^ ^^ Sommo Newton stimando poca 
dicévole alla natura delle grandezze continue il cre-r 
derle nate per addizion di particelle minime indivi- 
sibili , quali supponevansi dal Cavalieri , dal Tor- 
ricelli, e del Wallis (117) ; un' altra genesi volte, di 
fsse concepirne , ed un altro metodo per la misn^ 
ra de' curvilinei prescrisse. Pensò il Granduomo ^. 
che in rigor di Geometria ogni quantità continiMi' 
si debba intender generata dal moto di un punto , 
di una linea , o di una superficie , secondochè que|^^ 
la contengane una sola dimensione , o ne abbia dm^ 
o tre dimensioni. E vi soggiunse , che di tali gran^ 
dezze si debbano prendere le . prinìe parti nascentii^'. 
d le ultime evanescenti « quando si ti atti della mi«' 
Bura de' curvilinei. Ma coteste particelle non sopiit 
jE^eometricamente assegnabili : ed anche niun vantag* 
gio si conseguirebbe nel considerarle di una infini^- 
tesima , ed inconcepibile grandezza. Perciò accw^^. 
tamente ei si restrinse a prender lo ragioni di quel?*, 
le quantità nascenti, .0 di quelle altre evanescenti^, 
poiché i termini di sifi^tte ragioni son grandezze Aif 
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(27) Il Sig. Wallis avendo applicato il calcolo alla 
Geometria degV Indwisibili spinse più oltre cotesto Meto* 
do. Ma le sue ricerche particolari non furono , che ttn\>iii^ 
bra di ciò che ppi.£%e il.Cavalier J^^wUrn xiìà Aktkode 4$B 
Fluxions^ tt des Suit^ Infiniu% 
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aite, e paragonabili fra ìofol E cliiainò que'rappor^ 
ti le prime ^ o le ultime ragioni. £ con tal pin- 
cipio distese tante leggiadre dimostrazioni , thè os* 
servansi neTrincip. Matem. della Filosofia Natura* 
le , e 'da cui derivò Y Analisi delle Flussioni ^ eh' è 
im metodo assai più attivo, ed universale di quei 
di Esaustione , e iegF Indivisibili. 

^. dS. Or io eccederei la meta del mio.assnnto^ 
se volessi : prefigger le leggi di cotesto metodo , noiì^ 
per tanto per cbiarimetito di esso , ne recherò il se^ 
gaentè geometrico esempio. Nella curva AMl) (fig. Ò) 
qualunque siane là sua natura , si tiri per Io punta 
M la tangente MH , la normale MK , e V ordinata 
MF all' asse AK. E poi la corda , che passa per 
lo contatto M e per lo vertice A , intendasi rotare 
intorno al contatto M e verso la tangente MH. Co^ 
test» retta andrà tagliando da tal curva degli archi 
sempre minori de' primi , e vi formerà coli' ordina* 
ta MF altrettanti angoli , che tanto meno . dovran 
diflSsrire dall' angolo FMH fatto della stessa ordina-^ 
ta e dalla tangente , quanto più la rotante si appresa 
sera alla tangente. Or. supponghiamo esserne MCr 
r ultimo de' detti archetti. Sarà il triangolo MEGr 
simile air altro MFK. £ qnindi la ragione deli' ul* 
tinao archetto evanescente MG alla sua altezza Gfi 
àarà quanto quella della normale MK all' ordinata. 
MF. E sarà pure ME ad EG , come la stessa or- 
dinata MF alla sottangente FH. Il perchè,, se. la 
ipurva AGM sia una parabola, e nello spazio ester* 
no intendasi circoscrìtto il picciol parallelogrammo 
PMER 9 e r altro corrispondente FMNB siane cir-^ 
tc^scritto AeUo spazio intorno ^ )»arà il primo di qu^ 
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Mi parallelogrammi air altro , perche equiàngolo, iH 
ragion composta di PM ad MF , e di ME ad £6* 
Cioè in ragion composta di PM ad MF e di MF 
ad FH 9 vale a dire come PM ad FH, o come t 
4k ft : essendo in questa curva là sottangente dupla 
della sua ascissa, come dimostrasi nel V. librò. Duat^ 
que sarà il parallelogrammo P£ una metà del' aU 
tro MB. £ cosìtutto lo spaaio esterno PAGM do^ 
vrà essere una metà deiP interno MFAG , e quindi 
fm terzo del parallelogrammo MFAP. 

S^ ^^^ Alcuni di que^ moderni Geometri , di 
cui si ^ fatto qui sofva onorevol meniione, conse-» 
grarono air utile della Gioventù studiosa alquanta 
brevi Istituzioni sulle curve coniche. G)sì il nostro 
Borelli neir anno 1^79. pubblicò un Compendio def 
Conici , dimostrando con indicibil nitore quanto ei 
si propose su tale assunto : e quivi si valse della 
division conternUfiale di ima retta per prìncipo di' 
alcune dimostrazioni (ftS) , di cui la più prte soil 
dedotte dalla genesi di queste curve pel cono. U 
Signor de la Hire nell' istesso tempo stampò in Pa^ 
i-igi un giudizioso Opuscolo sulle Curve conicbe 1 
aggiungendovi i Luoghi Geometrici per la composi^ 
«ione de' Problemi solidi^ £ dopo di esso il Padre 
Guido Grandi Abate Camaldolese diede tu Ince . il 
Compendio delle Sezioni Coniche ; il quale , se* 
condoche lie giudica il dottissimo Cristiano WoEp' 
ilo , è un libretto mote panuus , sed ubertaU ré* 
rum gravis. ' 



hK) La di vision conterminale è la stessa che Y ai^ 
noiiica» 
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* V ^7* Verso la metà del secolo trascorso ap^ 
parvero in Londra gli elementi de' conici di Rober« 
io Simson ( che meritarmente può dirsi l'Apollonio 
Anglicano ) divisi in 5. libri. Alla fine dello stesso 
sec^o qmvi usciron da' Torchi gli Elementi delle 
curve coniche del Signor Ilutton , i quali secondò 
il Montucla sono un modello di chiarezza , e pre* 
cisione. £ nella nostra Italia si è prodotto dall' in«* 
signe Gagnoli un elegante corso di sezioni coniche^ 
eke piace a' Geometri. 

^. a8. Molte altre istituzioni su i Conici si so<» 
Ao in diversi tempi, ^ da diversi Geometri conge« 
guaite , che il solo indicarle farebbemi ecceder la 
meta ^ che mi ho proposta. Ond' io passero volen-« 
fieri à divisare i principali corsi analitici delle Se-' 
aùoni Coniche per compiere una storia ragionata di 
^esto argomento : trattenendomi per poco sulle sco^ 
Terte fatte dal Cartesio in tal soggetto. 

V ^9* ^' Sig. delle Carte , innestando all< 
Cieometria le analitiche grandezze , e le operazioni 
a ^0ste agli artifizi di quella ragguagliando , sco« 
Terse il convenevol modo da esibire la natura di 
^ascuna curva per l'Equazione fra le coordinate di 
essft. E da ciò si conchiuse una curva esser Ge(H 
inefrica^ o Meccafticay secondochè la sua cara tte« 
ristica Equazione contenga grandezze algebriche so*' 
latnehte , o ne abbia benanche delle transcendenti% 
CJhe anzi le linee Geometriche si sogliono classifi^ 
rare in Ordini ^ eà in Generi nel seguente modo. 
Pna linea dicesi del I.^ Ordine^ se la sua £qua« 
óioiie' hon ecceda la prima dimensione , com* è ìm 
mtìC; E ù dxcon linee di II.'' Ordine^ • cm'wè 
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ài primo Genere quelle altre « le cui EqUUzionf 
ascendono al secondo grado. Ed . a tal Classe appar» 
tengonsi le curve coniche , di che qui appressò ra« 
gioneremo. Inoltre appellansi linee di III.^ Ordine^ 
o curve di JI.^ Genere quelle altre , le cui Equa* 
xioiJÌ|^ra le due variabili ^ che vi esprimono le re- 
spetti ve loro coordinate ) son di terzo grado. E có«- 
SI più appresso. ; 

^. 3o. E quindi ad un sagace , e franco cal- 
colatore darebbe stafa lieve cosa il trarre V equa^ 
zioni alle curve coniche da una qualunque gene- 
ri , che loro si premetta , e poi dal maneggio di 
tali Equazioni rilevarne le proprietà, di cui son col- 
me coteste linee di a.^ ordine. Ma il raccorle tutte 
con un agevole calcolo analitico , e da una geneiM 
organica semplice ed elegante , era serbato aÌPilIù* 
stre Geometra delle Gallie il Marchese de V Ospi* 
tale. Questo nobil geripe della splendidissima Fa« 
miglia Gali ucci da Napoli traspiantata in Parigi sep« 
pe ne'dieci libri del suo Traltato Analitico delh 
èSezioni coniclie leggiadramente dimostrare quanto, 
a queste curve si appartiene : temperando con mirt** 
hW arte i sintetici lavori con quelli ^ che TAlgebcm 
ne offre. Ei vi aggiunse i Luoghi Geometrie ij^dìr' 
scendendo dalle generalissime equazioni delle cvv* 
iconiche alle particolari , e semplici : e prescrisse il 
modo di costruire l'equazioni di terzo ^ e di quar» 
to grado colla combinazione di esse curve. Quesl* 
■* Qpera è stata compendiata dal Sig. Trevigar negli 
Elementi delle Sezioni coniche stampati in Cambrh- 
gia nell'anno i^Si. Ed altri Geometri bau poi. prò* 

4oUo siglili ^opuscoli $uUo rtefiso assunto per util* 



3ella gioTCììtfit stadìosa : tra' quali distlngnonsi qnet* 
li del Wolfioy e dell' Abate Marre , il quale fonrhi 
là sua analisi nella genesi di esse curve per la se^ 
«ione del cono. 

^. 3i. Ma alcuni moderni, e sagacissimi Ana- 
listi hall desiderato, clic in quell'Opera del Mar- 
chese dell'Ospitale tì fosse più pura, ed insiem pia 
attiva quell' Analisi , che vi s' impiega : poiché ìa 
piupparte degli artifizj euristici non son che geome- 
trici , e di tal natura son anche molte dimostrazio- 
ni , che quivi appajono con simboliche divise. £ 
perciò si è fra noi proccurato di produrre , son già 
alcuni anni ^ un Trattato Analitico delle Cwve 
Coniche (29)) ove premessa la genesi organica di 
€sse curve , con mezzi puramente algebrici e col 
.regolp della Geometria Cartesiana ne vengono svi- 
kippate le più utili , ed insigni proprietà loro rela^ 
^tiVamcnte a' Diametri di esse Curve , alle Tan^ 
genti e Seganti , a* Fuochi , ed alle Dimensio* 
.ni. E risolvonsi moltissimi difficili Problemi, 

^. 3t. Ciò premesso ecco le leggi del Metodi^ 
inverso , onde sovente giova trattare i Conici. Si 
pianti r Equazion fondamentale alle linee del XP» 
Ordine n6ÌTa massima generaKtà possibile , come V 
h queste A + Bar + Cj + Hxx + Ex/ + Tjrjr=o. 
Si procuri di aver distinte , e .familiari tutte le 
convenevoli evpluiioni , che soglionsi utilmente prà* 
iicare sulla proposte Equazione • Da ciò si rile« 



(29) Trattato AnaMca delle Seaiom Comeke del Sp^ 
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vino coD quella semplicità ed ordiiie , che si coQ- 
Tiene , le seguenti determinazioni : cioè le Spe^ 
eie delle linee di IP. Ordine : le forme de^loip 
rami curvilinei', la natura , e*l sito decloro di4^ 
^meiri : le SoUangenti , gli Jssintoti ^ e le Nor* 
mali : i numeri de' punii , in che si segan fra 
loro , o colle linee rette ; i rapporti delle corde^ 
che si tagliano fra loroy o che procedano da un 
qualche punto insigne di ciascuna di esse cur^ 
.'ve^ ed altre simili ricerche. Questo piano puramente 
analitico fu la prima volta con eleganza eseguita 
dal Sommo Analista il Sig. Eulero , e poi adotta- 
to da' celebri Matematici il Sig. Cramer, il P. Vinr 
cenzo Riccati , il Canonico Saladini , il Sig* la Croix, 
ed altri. E queste sono le preliminari nozioni^ 
x:he ho stimato per utile de* Giovani doversi qui re» 
care. Ed in fin soggiungo quattro Lemmi Geomer 
trìci ) aiEncbè alcune dimostrazioni de' ìxe seguenti 
Libri , le quali han bisógno di que' princìpi dima? 
strativiy n^ sieno meo gravi. 

L £ M M À L 



* 



ZSk. Se diansi le seguenti analogie . . 4 ,,j 
AB : ab :; PQ • pq % - 

BC ; bc :: QR : qr^ \ 

GD.i ed V. RS i rs ^ 

■ ctc. • ■ ' r\ ■ 

qualunque sia il numero di esse : potrà concima 
iersi^ chè^ la somma! degli antecedenti delle pri^ 
me ragioni stia alla ^omma de" tororconseguen^ 



If , StcùOìfHe la somma degli antecedenti delie sé*^ 
^nde ragioni alla somma de'' conseguenti di es*" 
se y quando sten benanche l primi antecedenti* 
freporùonali a' secqndi ^ o i conseguenti delie- 
prime ragioni proporzionali a ijuc delle seconde».^ 

Dim. Pari. I. Suppongansì in coleste mialo- 
gìe i primf antecedenti proporzionali À'secondi, cìo)^' 
che stia AB : BC :: PQ : QR, BG : CD ::QR: 
RS , etc. E poiché invertendo la prima di queste 
due analogie sta BC : AB .:: QR : QP , ed è poi 
per ipotesi AB : ab :: PQ : pq , s^rà , ea: aSquo^ 
BC : ab :: QR : pq^ ed invertendo ab : BC :' 
fq : QR. Ma per ipotesi è anche BC : bc : QR: 
qr. Dunque sarà di nuovo per equalità ordinata ab i 
kc :: pq : qr. £ ciò se mpre dimostrandosi, potrem 
Gonchiudere esserne i conseguenti delle prime ra«^ 
gioni proporzionali a' conscguenti delle seconde , 
quando gli antecedenti di quelle si suppongan pro- 
porzionati agli antecedenti di queste. 

Ciò posto , poiché si è detto starne AB c'BC:: 
PQ: QR : sarà componendo AC: BC :: PR: QR. 
Ila è pure per la detta condizione CB : CD :: AR: 
RSi Dunque sarà ex aequo AC : CD : PR : QS ^ 
• componendo AD : CD :; PS : RS. Laonde , %% 
fe DE ed ST sien Pultime grandezze , che conten- 
gOQsi nelle serie ABCDE , PQRST respetiivameu* 
• Ite ^ dovrà rilevarsi , che sia AE : DE :: PT : ST. 
JE dovrà benanche inferirsi esserne ae : de :: pt i 
Si ; óve le de | ed st sien le ultime delle altre duii, 
serie* 

j^U. perchè 'aTTerandòsiJeJeg^uentidQalogj(9 AEt. 
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DE :: PT : ST, DE : de :: ST : st ^ dei ae vi 

st ; pi ^ saran le grandezze AE ^ DE ^ ii^e , oe ia 
ordinata ragione delle altrettante PT ^ ST , ^^^ ^ p<«. 
Dunque dovrà caserne per equalità cretinata A£ : 
4€ ;; PT ; pt. 

Part.IL La dimostrazione della seconda parte 
f^h farsi ^ come quella della prìnaa «— » C*B*P* 

S e o I» I 0. 

34* Ho voluto esporre a' Giovanetti ^[desto Len-i 
iBa , non solo per far loro intendere su qual prin*' 
eipio regga quel Metodo , di cui sovente dc^biam 
Talerci nel dimostrare tante verità geometriche y % 
meccaniche ; ma per guarentirli da un errore , ove 
»on di rado incorresi ben anche da Valentuomini (a)«. 



(a) Infatti il Signor de la Hire, credendo non dovéie^ 
richiedere alcun^ altra condizione in più analogie , perchè le 
M)taime de^ loro, termini omologhi fosser proporzionali) ne de« 
rivo fuor di ragione , che il tempo impiegatokf da un grate 
^ discendere per una semicicloide fosse daplo di quello, onde 
k>' stesso grave ne scenderebbe verticalmente per Tasse. OU: 
l'acutissimo Giovanni Bernulli negli Atti di Lipsia , ea^ 
1(398. il riprese di cotesto errore col dirci, CaucUidity pe« 
sitis quocumque^ et quibuscumqué etnalogiis a : b :\ e \d% 
m i n \\ p 1 q ^ r \ s :: t-p^fore aggrcgutwn omjfdum^ 
primarum a ^Y ^ -^ t ad aggregatwn omnium sc€Uf^ 
d^mm b -^ n ^ s ^ ut aggregatum omnium tertiarun^ 
é ^ p ^ t ad ' aggregatum omnium qttartarum tf + itr 
4- ^' quod num ^$rum sit judicent alii. Ma doveari ijier. 
mL^ de giovanetti ) fisfar la condiziowTi che dcòbonor et em 
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55; Nella cunfa €icP{Jig*d) rappor^ta at^ 
r asse AF ^ qualunque ella ne sia^ inscrivanr 
si i rettangoli Ba ^ C6 ^ De, ec, e iz^ 6!i^fa cir^ 
i^onsciivansi gli altrettanU f^/^ Og y DA ec ; io 
dico y che P aja AaVF. debba terminar tanto nel^ 
ia somma de' rettangoli inscritti » che in quella,^ 
de circonscritti^ 

E se la detta curva insiem con que^retian^ 
goli in essa inscritti ^ e circoscritti si aggiri con 
perfetta rivoluzione intorno al suo asse ÀF; nel 
solido g^erato da una tal curva dovrà termim. 
j^are tanto la somma de'cilindri generati da qu^, 
rettàngoli^ che da questi respettivamente. 

Dim. Pari. I. I lati dUL , 2N , cO ^ ec. di 
C[ue' rettangoli inscritti nella proposta figura si pror 
traggano ^ finche ne incontrino i lati EQ, FP delP 
ultimo rettangolo FQ. Sarà il rettangolo Mf ugna-* 
le àlF altro TX. Imperciocché le M^ ed SX sono 
Uguali fra loro ^ come lati opposti del parallelo* 
graiinofio M£XS; e le altre linee rette aM^ STson 
pure uguali ^ per davarne pareggiare le AB ed £F«; 



i ttrmìni di coteste analogie , affinchè le somme deloro ter« 
mini omologhi foss^ proporzionali * £ volendo rimontare 
alla cagion di queir errore, io soggiungo un Pnncipio deU' 
TArte Euristica, che date due ragioni ineguali^ non deb* 
ifi esser data la ragion dilla fomma degli antecedenti a 
futUa <fe conseguenti^ 
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che nella preposta inscrizione e circonscrizione de^ 
rettangoli nella curva AaPF debbonsi supporre tra 
«e uguali. Laonde P eccesso del rettangolo circon- 
tcritto Bf sul corrispóndente inscritto Ba, che ve- 
desi essere il reltangoletto M/*, sarà espresso dall^ 
altro TX. Similmente si dimostra , che YZ ^ VR^ etCé- 
dinotino gli eccessi de' rettangoli circonscritti Cg^^ 
Dh ) etc. su gV inscritti Cb y De , etc. Onde sarà^ 
chiaro esserne il rettangolo TQ la totale differenza 
di tutti i rettangoli inscritti da tutti i circonscrìttì*» 
Ma ciascuna delle altezze dì cotesti rettangoli può 
divenir minore di qualunque linea retta data. Dun"-. 
que benanche il rettangolo TQ può farsi minore di; 
qualunque . dato . £ quindi nella proposta figura- 
dovrà terminare si la somma de' rettangoli in essa- 
inscrittii che quella de'circonscritti ^^C.B.D. 

ParL II. La dimostrazione di questa sefconda 
Parte può farsi come quella della prima. * 

Db f I k I z 1 V B. ' 

^ Se le curve LEK ed ALD (>fg.35) rapportate" 
al medesimo asse AG sien tali , che ciascuna ordi<^ 
Data CK nella prima di esse sia uguale alla corrici 
ispo udente normale DS nelPaltra^ la prima curva ai 
dirà Scala delle normali della seconda. 

L E M M A ra. 

Sé la figura curvilinea KLÙC ^ qualumjuér^ 
ella nù sia » si aggiri con perfetta rivai uzióne) 



.iiinlornQ al ^uo asse kC\la superficie Sei soli* 
do X che vi si genera y sarà quarta porporzi^ 
,nalc in ordine al raggio , alla sua periforia ^ 
jed alla corrispondente ala ACKE nella scala 
^d^lie normali. 

J}im^ L' ascissa CA si 4ivida iielle particeUe 
linguali Cp 9 Po ., etc« , qualunque sia il mimerò 4t 
esse : e r ordinata Od si protragga i Bochè ne iar 
conti! la tangente DM» M» poi dal punto m^dyio del- 
la DM I e dal punto estremo M conducansi le QV 
ed ^fr respettiYamente pai allele alla nc»*iiial^ DS eci 
all' ascissa AG. Sara V angolo PYQ uguale all' altro 
]SlQi , poiché ciascuno di essi coioapie un retto col 
medesimo angolo PQV. Onde il triangolo reUangOr 
golo PQY. sarà simile all' altro triangolo M/Q, ch'^ 
pure rettangolo in / , e quindi benanche al suo 
ftf^uiaogolo HrJ). £ dovendo essere » per la somi* 
glìanza de' triangoli QPY e iUrD » MD ad Mr, cot 
me QV a QP , o come la circonferenza del raggia 
QV a quella del raggio QP ; sarà il rettangolo deU 
là HD nella circonferenza di QP uguale al rettan** 
golo di Mr, o di CO nella cii conferenza di QV • 
Ha il rettangolo di CO nella circonferenza, di QV 
sta al rettangolo di CP in QV nella costante ragion 
ne nella della circonferenza di un cerchio al suo 
raggio. Dunque in questa ragione dovrà stare il ret- 
tangolo della MD nella circonferenza di QP al ret« 
tangolo di CO in QV. 

Ciò premesso t la superficie del cono troncato^^ 
la qu^le si genera dal}a tangente MD rivolta dintor* 
ng/aU'.as^e AC della dettai enerva , e uguaile alpror. 



, dotto della medesima MD nella seRnisomma- delle 
circonferenze de' r^ggi DG , MO ( Prop^ 1 5. lik. 
ci. di Archim. ) , o al prodotto della MD nella 
circonferenza del raggio QP. Imperocché per co^ 
struzione la'Q^ è metà della ùr^ e la ^P dell' agw 
gregato di MO ed rC , come V è chiaro • Dunque 
la QP sarà la semisomma deUe MO e DG : e la 
: circonferenza del raggio QP sarà la semisomma 4i 
quelle ^ ohe han per raggi le MO e DG. E quindi 
la superficie conica di DM sarà al rettangolo di 
CO in Q V ^ come la circonferenza di un cerchio A 
raggio • £ ciò sempre dimostrandosi , saran tutt^ 
^quelle superficie coniche a tutti quegli altri rettan^i 
^oli 9 come la circonferenza di un cerchio al suo 
raggio. Ma le dette superficie coniche yanno„ a ter- 
minare" nella superficie del proposto solido : ed i 
mentorati rettangoli , confondendosi in tal caso con 
quelli, che si fanno dagli dementi dell'ascissa AG 
Belle corrispondenti loro normali , anch' essi termici 
nano neir aja AGKE nella scala delle normali ( de- 
Jin. prec ). Dunque sarà la superficie del solido, 
che si genera nella rivoluzione della figura ALDG 
intorno al suo asse AC , alla corrispondente scafa 
ACRE delle normali , come la circonferenza di nn 
eerchio al suo raggio -» C.B.D. 

LEMMA IV. 

Se dal vertice A(JIg,c) del triangolo isoscele 
BAC s^ inclini la linea retta Ai) alla base BG 
di esso ; sarà il quadrato di un lato AB del 
detto triangolo uguale alla somma del quadra^ 



^ io deW incidente AD e dèi rettangoto BDG d^ 
segmenti della base BG , se quella incidente co* 

'" da dentro il triangolo. Ed esso sarà uguale al^ 
la differenza del quadrato di Ad e del rettan^ 
^lo TidC ^ se tal incidente cadane . al di fuorì. 

■ V 

I 

Dìm. Dal punto A si abbassi AP perpendico- 
lare a BG. Sarà per la 47* ^l- !• AB* uguale a3 
AP* con PB* , ed AD* uguale ad AP* con PD% 
Dunque la differenza de* quadrati di AB e di AD 
sarà uguale alla differenza de' quadrati di PB e di 
PD, cioè, per la 5. £1. II., al rettangolo BDG. 
E sarà quindi AB* uguale ad AD* con BDG. £ 
cpsì per la 6. £1. II. può dimostrarsi la II*. par* 
te. — G.B.D. 
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CURVE CONICHE. 
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5. i. Bef. I. JLj A retta AM ^ che passi per un H* ** 
qualunque punto A della circonferenza del cerchia 
AEC, e per un altro punto N postavi in sublime, se 
mai si aggiri intorno a questo punto N , sempre ra*- 
sente la detta circonferenza , e finché vi compia un per- 
fetto rÌTolgimento , dee descrivere una superficie eur- 
va y che superficie conica suol dirsi. E 1 solida ter- 
minato dal detto cerchio, e da quella parte della su- 
perficie conica , eh* é tra essa e V immobile punto N , 
si dice eono : di cui il medesima cerchio n* é la base^ 
t queir immobile punta il suo vertice* 

' J. 2. Cor. La retta NlVf parte dell* altra AM , e 
posta al di sopra del punto N , dee benanche descri- 
vere una superficie conica nel proposto rivolgimento 
delV intera retta AM . Del che più appressa. 

5. 3. Def. u. L* asse del cona CNAE è la retta 
ND condotta dal vertice di esso al centra della, base. 

5. 4* -^^f* ^«^ ^<^ 1^ cono si dirà retto , o scale-' 
no , secondo che il suo asse sia perpendicolare alla 
base ^ a vi s* inclini satto un angolo qualunque.. 
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PROPOSIZIONE I. 



TEOREMA. 



fi$* ^* 5* ^' *^^ ^^^ vertice del cono CNAE ad un qua* 

lunque punto F della superficie conica conducasi la 
retta NF \ questa retta dovrà giacere in sulla superficie 
proposta. 

Dim» La retta rotante allorché genera la superficie 
conica dee passare per tutti que* punti , che potrem 
concepire in detta superfìcie. Ella dunque dovrà pas- 
sare pe^ punto F, che si è supposto esserne in essa: 
ed in passandovi ne resterà adattata sulla FN. Ma la 
retta rotante è sempre in sulla superficie conica , co- 
me r è chiaro per intuizione : dunque quivi dovrà 
anche starne la retta FN , che vi congiuuge il ver- 
tice N del cono col punto F della superficie di es- 
so. C. B. D. 

5. 6. Cor. La congiungente NF , se potraggasi gii 
del vertice del eono , dovrà incontrarne la periferia 
della base in un punto E. 

PROPOSIZIONE n. 

T B O R E M i. 

Jlg» ^* S' y» Se i due punti F , e G della superficie co* 

nioa CNAE , ( / quali non siano a diritto col vertice 
N del cono ) si uniscano per mezzo della retta FG ; 
questa retta dovrà immergersi nel cono* 

Dim. Si uniscano le rette NF , NG , ed esse prò- 
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traggansi air ingiù , sinché ne incontrino la periferia 
della base ne' punti E , ed A 9 e poi si congiunga la 
retta £A. 

Ciò posto , la retta EA , clie unisce i due punti 
E , ed A della periferia della base , cade dentro al 
circolo CE A"^ : dunque il triangolo ENA , che ha per a. IXI«i 
base la £A , dovrà immergersi nel cono CNAE. Ma U 
congiungente FG giace nel piano di esso triangolo : dun«« 
que ne resterà ancor essa entro il cono CNAE. C.B.D. 

5. 8. Cor. Una retta non può adattarsi sulla su* 
perficie d' un cono , se non vi combaci con un lato di 
questo solido. 

PROPOSIZIONE IH. 

TEOREMA. 

5* 9. Se il Còno CNAE sia segato col piano Jlc» i^ 
CPQA , che passi pel suo 9erlice \ la sezione sarà un 
triangolo* 

Dint, Il proposto piano incontri la circonferenza 
della base del cono ne* punti A , e C. Egli è chiaro , 
che la retta rotante nel generar la superficie di tal co- 
no abbia dovuto passare pe 1 punto A , che dee es- 
seme in essa , restandone quivi distesa sul piano CPQA. 
Ma ella è benanche ueUa superficie conica. Dunque 1* è 
lina linea retta la comune sezione del piano segante 
e di quella pai*te della superficie conica , eh* è ver-» 
90 A. 

Con simil ragionamento si proverà essere una linea 
i:ietta la comune sezione del piano segante, e dell*altr« 
parte della superficie conica, ch'everso C. Ed essendo 
benanche Apa retta T intersezione del piano CPQA"^ 

M. " 
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# della base del cono , cioè la linea CÀ ; dovrà esser 
terminata dalle tre rette N A , NC , C A , la parte del 
piano rinchiusa nel cono. Onde sarà un triangolo tal 
sezione. C. B. D. 

5. 10. Dif. ly. Se il piano segante passi per lo 
vertice del cono e per T asse , la sezione si dirà trir 
angolo per T asse. 

PROPOSIZIONE IV. 

T S O R S M ▲• 

fg^ ^* $. II. Se il cono CNAE si seghi col piane LGR 

parallelo Ma sua base\ la sezione sarà un circolo. 

Dim. Si prendano due punti 6, ed R nel peri- 
metro di si fatta sezione \ e si uniscano col vertioe N 
per mezzo delle rette N6 , ed NR , che protratte 
^ 6. all' ingiù dovranno incontrare la periferia * della base 
ne^ punti E, ed A. Di poi congiunto Tasse ND si 
-- . tirino dal punto F , ov^ ei ne incontri il piano segan- 
te , appunti R, € G) le rette FR ed FG: e dall'al- 
tro puato D ai punti A , ed E y si conducan pure le 
rette DA , e DE. 

E poiché il triangolo DNA sega i piani paralleli 
CEA , LGR , saran tra se parallele le comuni sezioni 
f I6.XI. DA , ed FR'^. Onde il triangolo NDA , perchè equian- 
golo all' altro NFR /gli sarà simile , e starà ND : 
NF :: DA : FR, Per la medesima ragione si proverà 
«sseme ND : NF :: DE : FG. Dun<jue sarà DA : 
FR :: DE : FG. Ma la retta DA è uguale alla DE , 
«sscndo esse raggi della base del cono : dunque sarà 
benanche FR uguale ad FG. E dimostrando nello stesso 
modo 9 che sia yguale ad FR ogni retta , che dal punt9 



fiVLU CviltB COVICBB. & 

F SÌ tiri al perimetro della sezione L6R } questa cor* 
ra sarà un cerchio ^ di cui il punto F n^ è il cen- 
tro. C B. D. 

$. 12. Cor, 1. Tutte le sezioni parallele alla 
Lase di un cono sono altrettanti cercki , i cui centri 
tono allogati neirasse di tal solido. 

5« i3. Cor. II. E r intersezione di ciascheduno di 
questi cerchi con un triangolo per l'asse, n'è un dia- 
metro di esso. 

$. i4. Cor. in. Che se un piano parallelo alla ha- /^. i. 
se del cono CNA non incontri la superficie di questo 
solido, ma bensì T altra MNR , che Tè opposta al Ter* 
tice , con un simile raziocinio si proyeri essere un cir- 
colo cotesta sezione , e quindi un cono il solido MNRe^. * i. « a^ 

$. 16. Def. Y. I due coni CNAE, MNRe dicoQsi 
apposti fra loro. 

PROPOSIZIONE ¥• 

7 B O A X M A. 

$•16. Se per tasse , e per V alietta del con^JIg. 4* 
ecaleno CNAM conducasi il triangolo CNA, e su fiM- 
sia piano cada perpendicolarmente V altro FER , imcon* 
frondaio nella retta FR , la qual ne tronchi verso il 
vertice del cono il triangolo FNR simile al detto CNA 
€ succonirariamenie posto ( cioè che sieno gli angoli 
NFR , ed NRF uguali ad NAC , ed NCA , V uno aU^ 
altro ) \ anche la sezione FER , che^ suol dirsi s u e» 
contraria, sarà un cerchio. 

Dim. Prendasi nel perimetro dì questa sezione il 
punto E , e r altro M nella periferia della base del 
cono , e da esifi conducansi \e EI , ed MD perpendi- 
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colari al piano CNA. Queste rette sarannD paralIeU 
■ $, 3^. fra loro'*' , e dovranno cadere sulle FR , e GA rispetti- 
Yamente. Inoltre condotta per lo punto I la retta GIB 
parallela alla GA hase del triangolo per V ass« , si di« 
stenda per le due rette EI, e GB il piano GEB , che 

* lo.SI. sarà parallelo al piano GMA^ , e sarà quindi un cer- 
^p.prec.ctiio la sezione GEB^, di cui la GB n'è nn diametro. 

Ciò posto , r angolo esternò FGI delle parallele 
Gì , e GD segate dalla terza FG è uguale ali* interno 
GGA 9 e ad esso opposto. Ma V angolo GGA è per 
ipotesi uguale a BRI. L* è dunque FGI uguale a BRI. 
,Con che i due triangoli FGI , ed IBR , avendo anco- 
ra uguali gli angoli GIF , BIR opposti al vertice , sa- 
ranno simili, e starà Gì : IF :: IR : IB. Onde il ret- 
tangolo di Gì in IB sarà uguale a quello di IF in IR. 
Ma il rettangolo di Gì in IB pareggia il quadrato della 
retta EI calata nel semicerchio perpendicolare al suo 
^ 35.III. diametro GB'^. L^è dunque anche T altro rettangolo di 
FI in IR uguale al medesimo quadrato di £1. Inoltre 
la FR si divida in parti uguali nel punto O, e si 
unisca la OE , ed aggiungasi OP tanto ad FIR , che 

* |- ^ ad EI* 5 n' emergerà RO» * uguale ad OE* * : e quindi 

RO uguale ila OE. Lo che sempre dimostrandosi 
la sezione FER, al par della precedente sarà un cir^ 
colo, e* B. D. 
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PROPOSIZIONE VI. 

TXOREHA. 

/ 

5. 17. Se nella base CTA del cono CNAT con-' Ji^« 9^ 
icasi là corda TPD perpendicolare alla CA ^a^e JeZ 
'angolo CNA per T a55e , e per tal corda poi si di-^ 
mda il piano TQD comunque inclinato alla base del 
^no i e che non passi per lo vertice N di esso ; un tal 
ano formerà nel cono una sezione curvilinea. 

Ed in questa sezione ogni corda SRE , che sia pa-- 
llela a quella corda della base del cono , cioè alla 
r 9 resterà divisa in parti uguali dal detto triangolo 
r V asse. 

Pari. I. Prendaiisi nel perimetro d«Ua proposta 
none due qualunque punti T ed e, e comuncpie tra 
r. vicini : e poi si coDgiunga la Te. Questa retta non 
yrà passare per lo vertice dei cono : altrimente vi 
sserebbe Lenanche il piano TQD=, contro la suppo- 
ione : ond^ ella dovrà cadere entro il cono CNAT, 
i la parte THe del perimetro di quella sezione è 
Ila supericie conica , e vi tiene i medesimi termini 
Ila retta Te. Dunque la linea THe dee esseme un 
:o sotteso dalla retta Te : e quindi sari una figura 
rvilinea la proposta sezione. 
Part. IL Per Io punto R^ ove la retta SE incon^ 
il piano CNA , si tiri GRB parallela a CA , e si 
tenda per SE , e GB il piano GEBS , cbe sarà pa- • 
lello alla base del cono , e quindi un cerchio la se- . 
•ne GEB*^ di cui n'è GB un diametro, e la sua * u. 
conferenza , come T è di per gè chiaro , passerà pe' 
nti S9 ed E. 
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Gò posto , le due rette TP » PA sono respettirt- 
mente parallele ad RE , ed RB. Dunque V angolo IPA 
** la .XI* sari uguale ad ERB*. E quindi essendo il primo per 
sapposizione retto , sarà retto benanche V altre ERB. 
Dunque il diametro GB del circolo GEB tagliandone 
ad angoli retti la corda SE dovrà segarla in parti ugua- 
li in R. E quindi la SE , cb* è ancbe corda della cur-* 
Ta DQT 9 resterà diidsa per metà nell* incontrarne il 
triangolo ANC per V asse , o la retta PQ , cb^ è in esso 
e nel piano segante EQS. C.B.D. 

$• 18. Def. VI. La comune sezione di una curva 
conica f e di quel triangolo per V as#e , cbe n* è biso* 
gnato per la genesi di essa , cioè la retta PQ , si dice 
diametro di una tal curva, E le sue ordinate son quel- 
le corde tra loro parallele ^ cV ei ne divide in due par* 
ti uguali. 

$• 19. Def. vtì. Inoltre datcuna metà di un^ordi- 
nata dee dirsi semiordinata. E quando diremo si ordi- 
ni al diametro una retta per un dato punto , vuol inten- 
dersi , cbe pei* quel punto debba distendersi un' ordì* 
nata alla curva , o una semiordinata. Finalmente il ver* 
tiee di una sezione conica è quel puntò , ore il diame- 
tro di essa la incontra ; come sarebbe nella fig* 5. il 
punto Q. 

$. ao. De/. VI 21. lu Asse di una sexione conica è*t 
£ametro, cbe insiste ad angoli retti alle sue ordinate» 

5* 2fci. Def. IX. La parte del diametro, cb'ètra'l 
vertice della sezione , ed una di lei ordinata , suol cbia* 
mars ascissa corrispondente ad essa ordinata. E Tascis* 
sa , e la sua semiordinàta considerate insieme cbiaman* 
si coordinate. 

Cosi le rette QR , e Qr son le ascisse comspon« 
denti alle semiordinate RE ^ ed re : e le due QR , ed 
RS ne son le coordinate. 
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5« as« Cor. Se pel puQto medio di un* ordinata di 
una curva conica si disfènda nel triàngolo per V asse 
la parallela alla base di esso \ il rettangolo delle parti 
di questa parallela , che restano dalV una e dalV altra 
parte di quel punto , sarà uguale al quadrato della me^ 
ìà delta detta ordinata. Cioè a dire sarà il rettangola 
di GR in RB uguale ad RE^. 

5. 23. Def. X. Xa sezione DQT si dirà Parabola^ f^^ 5. 
se il suo diametro QP sia parallelo a quel Iato del 
triangolo per T asse , ch^ è opposto a tal sezione , cioè 
al lato NC. 

5* ^4' ^^f* XI. E si chiamerà ElKsee queQa sezÌ9- J^.. (SL 
ne conica , il cui diametro incontri sotto al vertice del 
cono quel lato opposto del triangoli» per l* asse , qual 
sarebbe la curva QELD. 

5* 25. Ma questa potrebb^ essere un cercbio, se 11 
eonò fosse scaleno y e quivi succoniraria* la detta se2ia^ * t^. 
ne. E tranne questo caso , una tal sezione ^ cbe toma 
in se stessa , n^ è diversa dal cerchio. 

5. 26, Def. XII. Finalmente si dirà Tperboìe ìa se»- jfe. ?. 
zione DQT , se i suo diametro QP incontri sopra de! 
vertice del cono il lato opposto del detto triangolo per 
Tasse. E se il piana segante DQT pro&casi insino al 
cono opposta FJVL ^ ei formerà in questo cono un* 
altra iperbole MLr. E le due iperboli DQT ^ MLr si 
diranno Sezioni Opposte. 

5» ^7. Cor. Tanto nell- ellisse , cbe nelfe fpcrboK 
opposte contengonsi due vertici , cioè i punti Q*^ 
•d L. 

5. aS. Def. xxk. La retta QL ^ cbe unisce i ctue«'^^' ^' 
vertici Q ed L delF ellisse QELD, o delle sezioni 
opposte DQT^ MLr^ dicevasi lato transiger sa da'Geo» 
metri antichi .> 
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J^APPOSIZIOITETIL 

1 

T E K B H A. 

/$' S. 5* ^9' ^^ ^ ^ qualunque punto M del diametri 

QP di una curva conica gli si elevi la perpendicolare 
MT terza proporzionale in ordirle alV ascissa QM» 
td alla semiordinata NM , che corrispondono di detto 
punto \ V estremo di quella perpendicolare starà sempre 
in una retta data di posizione (*) , che si dirà re- 
golatrice. 

Dim, Da un ^alunque altro punto m del diurne* 
tro QP si alzi la mt perpendicolare alla QP , e terza 
proporzionale dopo le coordinate Qm , ed nm. E poi- 
. che il quadrato di NM per ipotesi i uguale al rettango- 
lo QMT, ed ei fu dimostrato benanche uguale all\al- 1 
"* ^3. irò rettangolo RMB ^ , saran tra se eguali cotesti d^i^ 
rettangoli ; e reciprocandosi le loro basi , ed altezze 
starà QM : MB :; RM ; MT. In simil modo si d^(i- 
stra dover essere Qm : mb :: rm : mt. Ma sono ag«^ 
le due prime ragioni di queste due analogie , àoi 
quelle dì QM ad MB , e di Qm ad mfr , pe' tria|i|^]i 
simili QMB, Qmb. Dunque saran pure uguali le altre dlfie 
ragioni: cioè a dire dovrà essere RM : MT :: rm : mi, 
'^ permutando RM : rm :: MT : mt. Ciò posto , nell* 
ellisse e neir iperbole , ove il diametro di ciascuna di 
queste sezioni incontra in P il lato opposto del trì^^ 



(*) Una retta e data di posizione , te mai passi per due pvilii 
dati. E ^csti due punti sarebber nel nostro caso i due cstresai S 
fotestc pei*pendicoIari • v. ; 
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)golo per l*«ise, àta ItM : rm :: PM : P^. bùnqiré 
dovrà esser benanche PM : Pm :t iMhT : m/. ÈA b 
punti T , e I saranno allogati nella rettsC PT data £ 
posizione , che passa pe^ pùnti P , é T. 

Ma nella parabola la HM é uguale alla rM . ^' 
esser parallele le due rette QP^ / ed B>. Onde dó^rìì 
èsserne la MT tigua(]e alla mt ; é i^ixiàdì i due pàJiiXt 
T , e I dovj^àn giacere in uni pàraHeXi alla QP {^)f 
data di posizsiòné. C B. D. 

5. 3o. Cor. Dunque la regoìatricè n^Tfa ^aràbbltf 
é parallela al diametro di essa. Ed iti daSchedùHa dd[->-* 
le altre due sezioni ella ne incontra il diàmétra l^lP 
altro vertice P , eh' é opposto a quello , di dove ne 
abbiam computate le ascisse. 

5« 3i. Def. XIV. Parametro di una sezione conica 
é la perpendicolare QA elevata al diametro dal verti- 
ce Q della sezione, e distesa insino alla re^ololrice AP. 
Questo parametro dicevasi lato retto da* Geometri 
Greci* 

5* 3a. Scoi* Dat proposliiy teorema , che manca 
odb altre ìnstituzioni , potrem ritrame i seguenti 
vantaggi didascalici. P. Con una medesima agevolissima 
nozione verran definiti non %olo i parametri de* dia- 
aiatri primitivi delle tre curve coniche , ma que' para* 
Vietri altresi ^ che vi si avran poi a considerare. 11^. Da 



r^ Qfcmta nuova |»t>i|rietà ielle curva eoniche , o nuovameiiU 
IsyfMati ndT idea della rtgolatrice ^ non tdamcilte si ayptrtiena 
alla parabola , tll^ elliitt , ed all' iperbole , ma benanche al cerclùo ^ 
«dal triangolo. Ed ella potrebbe» generalmente enonciare nel seguen* 
la modo. CUncunu semiordinata dt' sua ^uàlunquM sezione cQmas 
i media ^i r af a rai a waff <ra ^ cooriiiiiafe di una tetta data di 



%a PisHozioiri sulle CimvB Coviche. 

questo teorema dovran discenilere immediatamente e 
proprietà caratt^tiche delle dette curve* IIP. E da 
«8SO potrem dedurne una proprietà generale di queste 
curve, ed é, che ogni semfordinaia vi sia media prò* 
porxionale ira F ascissa computata daWun vertice della 
sezione ^ e ira Im corrispondente ordinata nella regola^ 
frice 9 la quale passi per t altro vertice* Intanto tuoI 
sapersi , che quesf ordinata non è che la perpendico- 
lare elevata alla detta ascissa dall' estremo di essa t 
prodotta sino alla regolatrice. E dee avvertirsi , che 
nella parabola cot^tft regolatrice dehb' esseme pa^alle- 

k diuoetro* 
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5' ^3* Nella parabola NQB il quadrato di unafg. 9* 
^adunque sendordinata NM è uguale al rettangolo del 
parametro AQ neW ascissa QM, che corriq^onde alla 
detta semiordinata. 

Ed i quadrati di due qualunque semiordinate NM , 
ed nm son proporzionali alle loro corrispondenti ascissa 
QM ^ Qm. 

Dim. Part. /. In qualunque sezione conica il qua- 
drato della semiordinata NM pareggia il rettangolo 
della sua ascissa QM nella MT , che si eleva dal pun- 
ta M perpendicolarmente aUa detta ascissa , e si disten*" 




ì4 BSLLlPlAiBOLà 

de insino alla regolatrice AP^r Ma nella parabola cote* 
sta regolatrice è parallela al diametro QM : onde la 
detta perpendicolare dee uguagliarne il parametro AQ» 
Dunque sarà NM* uguale a QM in AQ. 

Pari. II. Ed essendo i due rettangoli di QM in 
AQ y e di Qfii in AQ , per avere la medesima altezza 
AQ , nella ragione delle loro basi QM , e Qm \ ancbe 
i quadrati delle sendordinate NM éà nm ^ die ri son 
dimostrati pareggiarne que'due rettangoli respettìvi* 
mente , dovranno essere nella ragion' delle QM, e Qm, 
cioè come le loro corrispondenti aidsse QM , e Qm» 
C. B. D. 

$. 34* Cor. Nella parabola al crescer delle ascisse 
crescon benanche le loro sottoposte ordinate : sebbene 
sien queste non già nella ragion di quelle , ma nella 
sudduplicata. Dunque V è forza , cbe i rami curvilinei 
di una tal curva divergano continuamente fra loro , t 
dal diametro cb^è in mezzo ad essi. E lo stesso dee 
dirsi di ogni parallekr al diametri ooiidottagli entro T 
anzidetta sezione. 

$. 35. Def. 1. La Tangékie di una sezione coni- 
ca è una retta , cbe in un sol punto incontra una tal 
curva , e iler ba^^uori di questa tutti gli ^rtri suoi pun« 
ti. Cotesta Tangente si dirà pm i^tftiet^e ^ o latéMt¥^^ 
cecondb cbo 1* avrém condotta: dal veKice deUa' tétìss^' 
ne , o in un altro qualunque punto del -ftìtìèaSMc^^ di 

C). 



f) Qoena defiiiiiioiie aell' adattini atta «a^. A m fradapSt 
ilevUi ka biia|QO ài «Wunt limiritfiiini. 
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PHOPOSIZ IO N E IL 

V £ O R X M ▲• 

$. 36» Jf0U0 parabola $€ V asoiiia AM y che corri- fig. it^ 
0pònd€^ alVordinaia NG , producasi sul vertice A , sia- 
ìM kt pttfie pm / broUM AP adegui la n^desima ascissa z 
io, dico 4sser tangeàU ài tal curva U due rette , che uni- 
tPMo V fliiretifp P di quella parte protratta con ciascun 
estremo della delia ardinata* \ 

E V aagolo mistHineo ANP compreso dalla parabo^ 
la^ e dalla tangenUe noi» potrà mai dividersi per una 
reUu. 

Dim. Par. /. Nella retta PR prendasi ove né piac- 
cia il punto R , e da esso si conduca la BR parallela 
alla MM , incontrandone la parabola in T. Sari BR : 
NM :: PR, : PM , a ca^on di triangoli simili BPR , 
NPM: e quindi BR*: NM» :: RP»: PM'. Ma per la 
natura della parabola NAG sta NM* a TR* , come AM 
ad AR*, o come il rettangolo di MA in 4 AP all'altro * ^^* 
di RA in 4 -^P* • Dunque sari , ex aequo , BR* : * »• VI. 
TR* :: RP* : RAX4AP*. Ma l'è poi RP* maggiore ♦aa.V. 
del rettangolo di RA in 4^P'^* Dun^e sari BR* mag- * 8. lU^ 
giore di TR^ \ e quindi sari BR maggiore di TR ^ e 1 
punto B dovri cadere fuori della curva NAG. S '4it- 
inostraBdo in simil modo che ogni altro punto della 
PB , tranne il solo N^.stia fuori della detta curya , 
la PB per la definizione prec. sari tangente della pa- 
rabola NAG* E lo stesso varrebbe per T altra retta , 
cbe ne unisca i punti P, e G. 

Part. II. S' è possibile , la retta N^ divida V an- 
golo ANP del contatto , ed ejla ne inconti*! la PA in 
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un punto p sottoposto air altro P. In tal supposizione 
tolgasi dal diametro AR T ascissa km uguale alla pK , 
ed ordinatavi per m la mn y si unisca la retta pn. La 
congiunta p n per la Parte I. di questo teorema sarà 
tangente della Parjabola in n : e prodotta air in giù , 
Uton potendo cadere entro la curva y dovrà necessaria* 
mente incontrare la NP , e molto più la N/i* Dunque 
le due rette Npy ed np do^ran segarti in due punti. 
Lo che ripugna. C* B. D. 

5* 37. Cor. /• In questo ^teorema eontiensi quel 
geometrico artificio , che convien usare nel condurre 
la tangente ad un punto dato della parabola , il qual 
non sia il vertice della detta sezione. 

5- 38. Cor* IL E se voglia condursi la tangente 
alla parabola nel vertice di tal curva y basterà menarne 
per esso la parallela ad una sottoposta ordinata. Im- 
perciocché , se mai tal retta suppongasi cadere dentr» 
alla curva y ella ne sarà un' ordinata. E 1 diametro chi 
dovrebbe passare per lo punto medio di essa , qui ne 
passerebbe per un Suo estremo , ch^ è un assurdo. 

PROPOSIZIONE HL 

T £ O R B M A. 

; ■ ... 

Jfe. II. S- 39. Se dentro alla parabola LANQ conducasi^ 

ove ne piace , la retta LQ parallela alla tangente laterale 
NP \ ella dovrà segare amendue i rami di tal curva ,y 
che son d" intorno al contatto N , cioè i rami N/zQ y 
NAL. 

JDirn. Prendasi nella parabola LANQ un punto m 
inferiore al preposto punto N del contatto , ed ordi- 
nata par n la nm al diametro Am , si protragga Tascisr^ 
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m Am ìu sul vertice , e sinché la parte prodotta Ap y 
ne uguagli quelP ascissa , e poi congiungasi la pn. Sar» 
chiaro esserne la congiunta pn tangente della parahol» 
in /i*. E s' intenderà di leggieri, che 1» stessa pn ah- * ^ 
Liane incontrata la proposta tangente PN in un punto- 
inferiore al contatto N r e eh' ella Terso là stessa parte 
debba por segnarne la LQ , che si è supposta paralV 
lek alla PN. 

Ciò premesso ^ tutti i punti della^ tangenèe pn , 
tranne il solo n-j sK>n fuori la curva LANQ^. Dunque *^ 
la LQ o dovrà incentrare la pn nel punto n , eh' è 
nella curva ; o in un altro fuori di essa ^ avendone 
dovuto anteriormente incontrare il perimetro. Ed. la 
amendue questi casi hen s'iìi tende, che la LQ ne se« 
ghi il ramo parabolico NnQ;. Ma è poi evidente , chor 
la stessa retta LQ debba segam iT. altro rama para^ 
holico NAL. Dunque la proposta LQ incontra la pa-^ 
rabola in due punti {*)• 

5-^ 4^* ^^/' *^* ^^ per Io coniàttf^-t d'una tangon^ 
le latei^ale della parabola distendasi la parallela aH dia-^ 
metro , la quale vi formi xxa parallelogrammo aell' in-v 
contrarne K tangente verticale ed una qualunque se- 
xniordinata ad esso* diametro j una tal figura ^ si dire* 
quadriUnéo^ eorrùpondenU all'estremo ddlaidelta. setoioiv 



(*} Questi verità , ehe manca nette Istituzioni de^òDlci , Sée pre-^ 
Mettersi per T intelligenza della Propcs, /^, . . ^ Ma nel J. 3a6. del 
Tratt. Anal. delle curve coniche si redrà ^ che le radiai di or* Equa- 
zione quadratica vi jbosIvìbo |^r iooontri della tet|a £Q cr^Ia. Parah*'' 
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PROPOSIZIONE IT 



; , 



T e O R £ M A* 

Ir. is» $• /^\. Se da un qualunque punto C della parabo" 

la AQC si tirino . le due reile CB, CN, V una parallèla 
alla tangente verticale AP, e V altra alla laterale QS, 
ed esse protraggansi , finché ne incontrino in u ed ri U 
diametro AB della sezione \ il triangolo CBN fomuUo 
da quelle rette uguaglierà il parallelogrammo PTBA 
corrispondente al detto punto. 

Dim. I due triangoli QMS j CBN han coincidenti 
i lati SM , ed NB : e gli altri lati di essi , come ii« 
appare , son respettivamente paralleli tra loro . Dan* 
que tali figure saranno equiangole , e quindi simili : ed 
esse saran poi in duplicata ragione de^ loro lati onilolo- 

* 19.VI. gW*. Vale « dire sarà QMS : CBN ;. MQ* : BC Ma 

per la natura della parabola sta MQ^ : BC* :: MA: 

• */vi, BA* :: MAPQ : BAPT*. Dunque sarà pure QM$.: .CBN:: 

MAPQ : BAPT. Ma il triangolo QMS adegua il parala 
lelogrammo MAPQ: poiché queste due figure son fini 
le medesime parallele MS, e PQ, e la prima di e3se 
Ila una doppia Lase dell' altra , cioè la MS doppia di 
• 36. MA"^* Dunque sarà Benanche il triangolo CBN uguale a^ 
parallelogrammo PTBA. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE V. 

T £ O R E X^ A. 

5. 4^* ^ ^^^^ QP ^^^ ^^ ^^ qualunque punto Q fy^ il* 
del perimetro parabolico AQC conducesi parallela al 
diametro AB di una tal sezione , divide in due parti 
uguali ciascuna delle corde AG|, FH , ec. , che ne son 
parallele alla tangente nel detto punto Q. Onde tal retta 
ne sarà un altro diametro, che ha le dette corde per ordinate^ 

Dim. Cas. 1. La corda AC incontri il diametro 
AB della sezione nel yertice A: e per lo puntoC, 
eh* é r estremo inferiore di essa corda , si ordini la CB 
al detto diametro. Sarà, per la prec. prop., il triangolo 
CAB uguale al parallelogrammo BAPD. Dunque tolto 
da essi il comune trapezio DLAB, dovrà restame il 
triangolo CDL uguale all^ altro APL. Ma questi trian*- 
goli sono anche simili : dunque dovran pareggiarsi i 
loro lati omologhi CL , ed LA ; onde la QM divide ia 
parti ugnali la corda AC nel punto L. 

Cas. 2. Inoltre la corda HF incóntri il diametro 
AB della sezione nel punto O sotto il vertice di essa. 
Da* suoi estremi F , ed H si conducan le ordinate FÉ, 
ed HK al detto diametro AB. Sarà per I0 precedente 
Teoi'. il triangolo FEO uguale al parallelogrammo 
EAPG. Dunque aggiungendovi di comune il parallelo- 
grammo KEGM , ne risulterà lo spazio FGMKO uguale 
ài parallelogrammo KAPM , o al triàngolo OKH , • che 
gli è uguale*. Il perchè se dagli uguali spazj OKH , • 4f» 
FGMKO ne torremo il comune trapezio MNOK , vi ri- 
marrà il triangolo HMN uguale al suo simile FGN.Dunque 
i lor9 lati omologhi BN 1 cd FN s^granno uguali , € I|| 



corda FH ne sarà divìsa in due parti uguali dalla QM. 
tt* ^^* Cas. 3. Finalmente la corda EC. incontri il dia- 

metro AB deHa sezione nel punto N olire il vertice di 
<essa« Sarà chiaro per la prec. prop. che condotte a] 
diametro AB le ordinate CB , ED da^ termini di essa 
corda , debban essere ì triangoli CBN , EDN respetti* 
^amente uguali a' parallelogrammi BAPT , DAPR. Dun- 
que sarà il trapezio CEDB differenza di que' triangoli 
«guale al parallelogrammo TBDR differenza di questi 
|>arallelogrammi . E quindi togliendo da queste gran- 
dezze uguali il oomnn pentagono TLEDB , ne rimar- 
rà il triangolo CTL uguale al suo simile LRE. E do- 
vendone esser uguali i lati omologhi CL , LE di essi 
triangoli , la QT dovrà dividere per metà la corda EC 
J^« t3. Dunque la QM può aversi per un altro diametro della 
parabola, avente per sue oi^nate le corde AC , FH^ 
ce. parallele alla QS tangente|lli tal curva in Q. C. B« D« 

5* 4^« Cor. i« La parabola è suscettiva d^ infini- 
ti diametri , che vi saran condotti da ciascun punto di 
tal curva paralleli al diametro primitivo , cioè a quello^ 
che ne vien dalla genesi di està esibito. 

5* 44* Cor., il. Nella parabola i punti medj delle 
corde parallele, ad una tangente di essa , el contatto 
di questa retta «oa posti per dritto, e trovansi alloga- 
ti in una parallela al diametro primitivo* Dunque una 
retta ^ che unisca due di questi punti , o che condu- 
casi per uno di essi parallela al diametro primitivo i 
dovrà passarne pe^ rimanenti. 

J, 45. Cor. III. E perciò la retta , che vi congiun- 
ta i punti medj di due corde parallele , sarà un dia- 
fnetrò della curva. Ed una corda perpendicolare a 
quella coogiungente sarà un'ordinata dell'asse. Ond'ei 
, » -potrà esibirsi col solo condurre dal punto medio di qu§* 
gjP ordinata la parallela alV azidetla eongiungente. 
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5. 4^. / quadrati delle semiordinate CL , HN ', t \fis* >^< 
ielle intere ordinate al diametro QM^ sono proporzionai^ 
alle loro ^:orrispondenti ascisse QL , QN. 

Dim. Xa retta QP a cagìon del parallelogrammo 
QPAX adegua l'altra AX : ed è poi per la Prop. Hi 
la retta SA uguale ^Ila medesima AX : duuque saran- 
no uguali le due QP, ed AS : ed i triangoli QZP , 
AZS , cbe veggonsi avere le condizioni della 26. EL 
I. , dovran pareggiarsi. 11 perchè , aggiungendo addetti 
ttiangoli il sottoposto pentagono DQZAB , ne risulterà 
ii parallelogrammo DPAB uguale al trapezio SQDB. 
Ma un tal parallelogrammo si è dimostrato uguale al 
corrispondente triangolo ACB. Dunque sarà il trapezio 
SQDB uguale al triangolo ACB : e tolto da essi il co- 
mune spazio DL AB , dovrà restarne il triangolo LCD 
nguale al parallelogrammo LQSA. 

In simil modo può dimostrarsi , che sia il trian- 
golo HNM uguale al parallelogrammo NQSO. Dunque 
i due triangoli LCD , NHM saran pi^oporzionali a' pa- 
rallelogrammi LQSA , NQSO. Ma que' triangoli , ar- 
^gnacchè simili , sono come i quadrati de* loro lati 
omologhi CL , HN : e questi parallelogrammi per ave^ 
re la medesima altezza sono proporzionali alle loro ba- 
sì QL , e QN. Dunque sarà CL* : HN' :: QL : QNj 
cioè i quadrati delle semiordinate del diametro QM , 
• con ciò quelli dell' intere ordinate isono come le cor- 
Tìspondenti loro ascisse. C B. D. 
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PROPOSIZIONE vn. 

TE OR EMI. 
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\ 

A* t^^ 5* 47* ffcli^ parinola QFA , se da un qualunque 

punto L del diametro QN gU si elevi la perpendicolare 
lil terza proporjiionale dopo t ascissa QL j eia semior" 
dinata LA corrispondenti a detto punto ; V estremo I di 
ial perpendicolare sarà allogato in Mina parallela aldet* 
io diametro data di posizione • Questa retta si dirà bc 
nonché regolatrice della parabola. 

Dim. Un^ altra retta NY anche perpendicolare al 
^ametro QN in un altro punto N sia terza proporzio- 
nale dopo le coordinate QN , ed NF. Saranno i qua- 
drati delle LA , ed NF respettivamente uguali à* ret- 
tangoli di QL in LI , di QN in NY. Ma quei quadri- 
ti son proporzionali alle ascisse QL , e QN. Dunque 
saranno i rettangoli di QL in LI e di QN in NY, co- 
me le loro basi QL e QN : ond' èssi dovranno avere 
uguali le altezze LI ed NY , ed i punti I , ed Y do- 
Tran trovarsi in una parallela alla QN. G.B.D. 

$• 4^. Def. 111. La perpendicolare, che si eleva 
ad un qualunque diametro della parabola dal vertice 
di esso , e si distende insino alla regolatrice , si diri 
parametro di tal diametro. E si chiamerà /^orame/ronm' 
ci^pofe quello che all' asse ne appartiene. 
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T B O K B H A. 

5. 49- -^^ quadralo di ciascuna semiordinaia ai un 
lalunque diametro della parabola è uguale al rettane 
ilo della sua ascissa nel parametro. 

La dimostrazione di cpiesto Teorema traluce in 
iella del precedente , e nel? addotta definizione. 

$. 5o. Cor* Questa verità, che nel P', teorema 
asi proposta per lo diametro primitivo della parabo- 
, qui scorgesi universalizzata per tutfi diametri ^i 
la tal curva. Ed in conseguenza di un tal principiai 
>trà stabilirsi fra le altre cose la verità seguen- 

$• 5i. Cor. Il* Cioè se V ascissa corrispondente dd 
I? ordinata di un qualunque diametro si protragga fuo* 
la curva finché la parte protratta pareggi queU\ ascisi 
i *y saran tangenti di essa curva le rette j che vi uni- 
ono-V estremo della parte protratta con ciascun estremo 
Ila detta ordinata. Ma il converso Teorema sarà esì^ 
to nella Prop. X. 



•■■•*" 



(*) Questa verità , cbt suol condurci per lUi tentiero di luca | 
andò geometncamente si rileva , diveata di un malagevol consegui- 
ento nel volerla per le vie analitiche ricercare. Imperocché a tal uopo 
abbisognerebbe il passaggio da un sistema di coordinate obbiiqne 
. un altro di coordinate anche obblique ^ che ne 'arrestò i pa«si alb 
ilero. £ se vogliasi agevolare un tal passaggio col supporne con al' 
ini Analisti , che il diametro sia V asse della parabola , o retto il 
no , donde si generi' questa curva , si renderà molto particolare co- 
sta genesi , e poco decente all' Ao;|Usi modenia. 



5. 5a. Cor. IH. H parametro di ckfoun d!am«» 
tro della parabola potrebbesi definire esser la terza 
propoxionale in ordine ad un' ascissa , che vi si pren* 
da ^ e 1(1 semiordinata corrispondente • Ed esso potrà 
facilmeiite esibirsi , con queU' eleganza ^ cbe T arte nt 
« prescriTe. 

PROPOSIZIONE K. 

V E O B B li A. 

^g, i5. j^ 53^ Nella parabola MAO il parametro di qua* 

lunque diametro MG supera quello dell* asse AT per lo 
quadruplo deW ascissa AN, che vi determina neW asse 
T ordinata condottagli dal vertice di quel diametro^ 

• DimM AI punto M della proposta parabola condii* 

* 36* casi la tangente DM"^, la quale ne incontri F asse nel 

punto D. Sara la DA uguale alla AN. Imperocché , se 
ciò si neghi , si prenda nella AD Paltra Ad uguale ad 
AN. La congiunta Md sarebbe tangente dell» parabola 

* 36. neir istesso punto M^, dividendone V angolo AMD del 

contatto , eh* è un assurdo. Quindi è , che menata per 
lo punto A la retta AR parallela alla tangente ]MD*| 
debba esser la MR uguale alla AN , essendone amen- 
due uguali alla DA* 

Ciò posto per la natura di tal curva il quadrati^ 
di MN adegua il rettangolo di AN , o della sua. ugua« 

* 33. le MR in AP , che sia il parametro dell' asse*. E per 

la 4' Elem. U. il quadrato di DN , eh' è quadruplo 
del quadrato di AN^ T è uguale al rettangolo di Mft 
in 4AN. Dunque il <{liadrato di MD , che uguaglia 
que^ due quadrati , sarà uguale a' due rettangoli di MR 
In AP I « di MR in ^AN ^ cio^ al sola r(}ttang^ol(y 



di MR in AP4.4AN. Ma il quadrato di AR semiordi- 
nata al diametro MG è uguale al rettangolo della sua ^ 
ascissa MR nel parametro MQ. Dunque essendo ugua*^ 
li i quadrati delle MD , ed AR , saranm> anche ugua<^ 
) i i rettangoli , che ad essi ahbiam dimostrati uguali ^ 
doè di MR in AP+4AN, e di MR in MQ. Onde do- 
vrà essere AP+4AN uguale ad MQ. C. B. D. 

5. 54* Cor. Nella parabola il minimo parametro 
è quello , che conviensi air asse. E due diametri, i 
cui vertici sieno equidistanti dall'asse , dovranno avere 
parametri uguali. 

^.55. Def. v. Se un diametro della parabola si prò- 
duca oltr« il suo vertice , finché ne incontri una tair- 
gente di tal curva , si chiamerà sottangenfe la parte 
del diametro , che resta tra quell* incóntro , e V ordì- * ■ 
nata per Io contatto. 

5* ^^* -^^f' VI. E conducendo la perpendicolare/^. 16^ 
MQ ad una tangente MD dal punto del contatto , e 
distendendola insino all' asse AQ , vi si dirà sunnor^ 
maZd' quella parte ^ell* asse, che tramezza la detta nor- 
male, e r ordinata condottagli per lo contatto, cio« \% 

NQ. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. 

5- 67. Nella parabola la sottangenie qualunque sia 
U diametro , ove la prendiamo , è sempre doppia deW 
aseissa , che corrisponde alV ordinata per lo contatto. 

E la sunnormale , che ha luogo nel solo asse , è 
imià del parametro principale. 

Dim. Pari. I. Sia MQ un qualunque diametro fig, i3. 
della parabola FAQH , ed un^ tangente AP di ques^ 



curva Io incontri in P. Per lo punto A del contatto 
di tal retta , si tiri AL parallela a QZ tangente deUa 
parabola in Q : dico dover esser la sottangente PL 
doppia deir ascissa QL. La dimostrazione di cpnesta 
yerità può farsi come quella , eh' è nel principio del- 
la precedente dimostrazione. 

jj^^ i6# Pori. II, Sia NQ una sunnormale della paraboU 

MAO , ' sarà il quadrato di MN , a cagion deir angolo 
retto QMD uguale al rettangolo di QN in ND. Ma lo 
4Stesso quadrato di MN è anche uguale al rettangolo 
di NA nel parametro AP, per la natura della parabo- 
la. Dunque saranno uguali i due rettangoli di QN in 
ND, e di NA in AP. Onde dovrà stare NA : ND :: 
.QN: AP, Ma T ascissa NA è metà della sottangente 

* pir^s« ND^. Dunque sarà benanche la sunnormale QN metà 
del parametro principale AP. C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XI. 



PROBLEMA. 



5^ 58. Dato il punto P fuori la paraboht ABC^J%» ^7- 
eondurle da esso una tangente^ 

'Cosiruz^ Dal data punto P si liei la. PL. piu*afléb 
al diametro primitivo BD della parabola ABC. Dovr^ 
c[uella retta iBCOntraapne (juesta cuiiva. Poicliè cQndottas 
per lo punto P la PV parallela alle ordinate del dia- 
inetro BD , ed insin che lo incontri ^ vi si tolg^ T a- 
tcis^ BY terza proporzionale in ordine al ^arametra 
4el detto diametro ,. ed alla PY ,. e si* ordini la QY^ 
Sarà chiaro esser «juesta retta parallela aDa PV j e le 
sarà benanche uguale ^ per esser QY media proporzio- 
nale tra 4. parametro anzidetta e la. BY ^ al par dellai 
3PV. Dunque Ja proposta^ parallela >. che dee passare 
per t estremo, della QY*» dovrà cadere, sulla parabola. ♦ 33. T. 
Inoltre si tiri al punto Q di questa curva la tan^enle 
QN , e presa la QL. uguale aUa PQV «^ distenda p^r. 
lo pimto L la retta AC pairallela alla Q]yV che. dovri 
\BContraS' la parabola ne' punti^ A^ e- C*^» Finalmei^fe. si, ♦ ^ 
uniscano le rette PC ^ PA ^. dico esser queste lo due 
tangenti condotte alla parabola daL dato- punto P. 

Him, Imperocché pei: costruzione al PL à doppi» 



* « 
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^ella QL : dunque tanto la PC , che la PA dovrà c^ 
^ 56. ter tangente della parabola*. C.B.D. 

5. 59. Cor* La retta PL , che unisce il concorso 
delle due tangenti AP , e CP della parabola AQC col 
punto medio L delia retta AC fra contatti, n^ è il dia- 
metro di questa corda. Imperocché se il diametro di 
AC fosse L/> , sarebbe dupla dell' ascissa L9 tanto la 
* 58. sottangente Lp , che T altra Lr*. Lo che ripugna j 

PROPOSIZIONE xn. 

TEOREMA. 

•^* 4^ S- 60. Se le due corde DA , BN della partAola 

ADN s* Inter seghino in C dentro a questa curva ^ o^fuo^ 
ri di essa \ i rettangoli DCA , BDN de" lor% segmenti 
saranno proporzionali a* parametri GQ , IP dfe' diametri 
6M , IL , di cui son ordinate le suddette corde. 

jt^, 18. Dim, Caso I, Dal punto C dell' intersezione di 

tali cord^ , il quale stia entro la parabola , si meni )a 
CF parallela al diametro GM, e dalle due CF, e CM 
si compia il parallelogrammo GMHF. E poiché i qua- 
drati delle semiordinatc DM . ed FH sono respettiva- 
tnente uguali a' rettangoli delle loro ascisse GM , OH 
♦4$. nel parametro GQ* , sarà la differenza di quei quadra- 
ti uguale alla differenza dì questi rettangoli. Ma It 
differenza de' quadrati delle rette DM ed FH , o delle 

• Jf.U. DM ed MG , è uguale al rettangolo DCA*: e la diflTe- 
lènza de' rettangoli di GM in GQ e di GII in GQ è 
il rettangolo di MH , o di CF in GQ. E dimo- 
strando in slmil guisa dover essere il rettangolo BCN 
uguale a quello ^ che si farebbe dalle due PC ed 
IP , sali il rettangolo DCA air altro BCN , come 
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il rettangolo di FC in GQ a quello di FC in IP , cioè 
come GQ ad IP. 

Caso li. Dal punto C dell' intersezione delle det- J^^ ^©^ 
te corde , W quale stia fuori della parabola ADN, 3Ì 
•onduca la GF parallela al diametro GM , che dovrà 
in un punto F incontrare una tal cnrva. Inoltre per F 
si tiri la semiordinata FT al diametro IT : saranno i 
quadrati di FT, e di BL respéUivamente uguali a!rettan- 
goU di TI in IP , e di LI in IP. E quindi la diffe- 
renza de' q[uadrati di CL , e di BL , cioè il rettan- 
golo NCB* pareggerà il rettangolo di LT, o di CF in * 6. n« 
IP. Similmente pHÒ dimostrarsi il rettangolo DCA es- 
sere uguale all'altro di GQ in CF. Dunque siccome 
i rettangoli di CF in IP , e di.CFin GQ sono nella 
ragione di IP a GQ , cosi gli altri rettangoli NCB , 
DCA saranno nella ragione de' parametri IP 9 • GQ. 
C. B. D. 

5. 6 1 . Cor. /. Se una corda HK della parabola /;• a»* 
HMK interseghi le due ordinate AB, CD di un qua- 
limqtte diametro di tal curva ^ i rettangoli de* segmenti 
di queste ordinate samnno proporzionali a' corrisponden» 
H^ reitangfoU de* segmenti di quella corda. Cioè a dire 
doYTi sta^e AEB : CFD :: HEK •. HFK. 

$• 62* Cor. II. E se la detta cqrda ne incontri i 
diametri ME , PS della parabola \ i rettangoli de^ seg- 
menti di essa corda saran proporzionali alle parti di 
qué* diametri , da eissa troncate verso de* loro vertici. 
Cioè dovrà esseme MN : PQ t: HNK : HQK. Impe- 
rocché dal I.® caso si deduce , che sia AMD : ACD :: fig. iS. 
MG: CF. 
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PROPOSIZIONE xni. 

X B o » I M A. 

fy. ai. 5. 63. Se dal punto C esistente fuòri la parabola 

ABN cadano in questa curva la tar^ente CA , e la se- 
gante CN , che non vi sffi paraUela ad un diametro] il 
^adrato della tangente GA starà al rettangolo deità 
segante CN nella sua parte esterna CB y come il parof 
meteo del diametro , che passa per lo contattò A , af 
parametro di quelV altro diametro , che, avrebbe per ot" 
dinata la parte interna BN di quella segante^ 

Dim. Dal punto C si nffijoi la CF parallela al dit^ 
metro AD della parabola : e per Io punto F, oye qud- 
la ne incontri la detta curva , conducasi la FÉ parai* 
lek alla tangente GA*. j5àxà il quadrato della semi ordì- 
Bata FÉ uguale al rettangolo della sua ascissa AE b^ 
parametro del diametro AD : cioè , & cagioB del paisat 
lelogrammo ACFE ^ sarà il quadrato della tangente AG 
uguale al rettangolo di CF nel parametro di AD. Mai 
il rettangolo NCB si è dimostrato uguale all*«ltro^^ 
CF nel parametro di quel diametro y ch^ avreb- 
be la NB per ordinata .. Dunque sarà Si quadrar 
to della tangente CA al rettangolo NCB y coinè il 
rettangola di CF nel paramentro di AD air altr<^ 
della stessa CF nel parametro del diametro , cui. rfè 
ordinata la NB , cioè come il primo di questi due 
parametri all' altro. C. B. D. 

5. 64. Cor. 1. Si conduca dal medesimo punto C 
r altra tangente CG alla parabola ABN.^ Sarà il rett^n* 
golo NCB al quadrato di CG , come il parametro ieì 
diametro, cui n'è ordinata la NB al parametro del 
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iliaiifttro , clie pas^a per lo conta Ito G. Dunque per 
equalìtà ordinata saranno i quadrati delle tangenti me- 
naie dal punto C alla sottoposta parabola ABN , come 
i parametri de* diametri tirati pé* contatti loro. 

5. 65. Cor. 11, Se s' int^rseghino entro la parabo- 
la , o fuori di essa due ordinate di due diametri , che 
tiano ugualmente distanti dall' asse; i rettangoli de*seg- 
menti di coleste ordinate saranno tra se uguali : e pe^ 
quattro punti , ot* esse seg^n la curva , potrà passaryi 
un cerchio*. *35.UIi 

$• 66. Cor. 111. E se una delle dette ordinate 
incontri la tangente menata al vertice deir altro dia- 
metro , sarà il rettangolo di quella segante nella parte 
estema, uguale al quadrato di questa tangente. Onde il 
circolo descritto per coteste due sezioni , e per lo con- 
tatto dovrà segar la parabola in que^ due punti^ ed in- 
àem toccarla in quest' altro. Imperocché essendo la pa- 
irabola , el cerchio toccati da una stessa retta ed in ui| 
istesso punto ^ sarà minol^ di ogni angolo acuto retti- 
lineo ^tanto r angolo del contatto circolare, che quello 
età contatto parabolico. Onde la differenza di questi 
angoli , cioè quello delle dette curve , sarà molto mi- 
nore di ogni angolo acuto rettilineo . E ciò ne inìpor- 
ta, perchè la parabola eU cerchio abbiansi quivi a toc- 
care. 



V 




ELLA Parabola 



PROPOSIZIONE XIV. 



TEOREMA. i 



§. 67, Una retta non può segar la parabola in pia 
di due punti. Né un cerchio in pia di quattro punti può 
incontrarne la detta curva. 

fi» sft, Dim. Part, I. La retta CA sia una corcU della 

parabola GAG ; dico non poter esser questa curva in 
un altro punto segata da quella retta. Per lo punto C 
si meni la CH parallela ad un diametro della parabo- 
la ^ ed al diametro CH si tiri per A la semiordinatà 
AB , ed un^ altra GH per un qualunque punto G sot- 
toposto ad A , la quale ne incontri la CA in F : e fir 
ndmente per A si conduca la retta AR parallela alla CH. 
Sarà FH : AB :: CH : CB a cagione de' triangoli Sfinii-* 
li FHC , ABC. Ma la seconda di questi^ due ragiom 
per la natura della parabola è uguale a quella di GH* 
ad AB*. Dunque sarà FH : AB :: GH* , AB* , dee 
FH: GH :: GH : AB , « quindi sarà dividendo FG: 
<}H :: GR : AB > e 1 rettangolo di FG in AB n^ 
guale a qudlo di GH in GR. Ma il rettangolo di GH 
in GR va crescendo a misura, che il punto G più li 
discosta dair altro A. Dunque dovrà crescer nello stes- 
so modo il rettangolo di FG in AB , o la sua base 
FG , per esseme costante V altezza AB. E perciò la 
retta AF , e la parabola CAG dovran continuamente 
diverger fra loro, 
/g. iS*' Fart. IL I due diametri GM , ed IL della para- 

bola AGBR sieno equidistanti dall'asse. Saranno u<'ua- 
, li i parametri GQ, ed IP di essi. Ed intersegandosi in 
un punto C le due qualunque ordinate AD , BN de^ 
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detti diametri , ne saran pure uguali i rettangoli ACD, . 
BCN de' loro /segmenti*. Onde ì' è forza , che un cer- > 6a» 
chic passi pe' quattro ptinti A , B , D , N. Or questo 
non può in un altro punto R incontrarne il perime- 
tro parabolico. Imperocché , condottavi la corda AR , 
sarebbe il rettangolo ASR uguale all' altro BSN* : onde * 35.111. 
il parametro del diametro di AR sarebbe uguaU a GQ^ 
alla sua uguale IP. Lo che ripugna. C.B.D, 

PROPOSIZIONE xy. 



/ 



TEOREMA. 



5» 68. Se un cerchio interse ghi ta parabola ABFQfiS' 
ne' punii A , B , D , N , da' quali si tirino sulVasse FK 
fc semiordinate AS , BO , DR , NK 5 la somma di quel- 
le semiordinate , che son" da una parte delV asse , de^ 
eguagliare la somma delle rimanenti i^ che ne son dalV 
aìira parte^^ 

Dim^ Si tirino le corde AD, BN, e i loro diame* 
Iri GM , PH. Sarà KH 1' eccesso di KN sopr^ NH. R 
prendendo le PO e PB , che uguagliano res petti vamon- 
le le KH , ed HN , sarà PO V eccesso- di KN sopra 
BP. Onde la KN dovrà superare la BO per 2OP. E 
eosi pure dimostrandosi, che AS superi DR per 2TR> 
eh' è quanto 2OP y per essere i diametri QH e GM 
Ugualmente distanti dall'asse, saranno le quattro gran- 
dezze KN , BO , AS r DR aritmeticamente proporzio- 
nali : onde la somma dell' estreme KN e DR dovrà e- 
guagliare (*) quella delle medie BO ed AS^ C.B.D. 



C*) Questo Teorema serve ad illustrare la dottrina CartMun*. 

5 



5« 6gr J)ef. VII. Tre grandezze si dicono essere ia 
proporzione armonica , se la massima di esse stia alla 
mìnima , come T eccesso della massima sidla media al^ 
r eccesso di questa sulla minima. 

I numeri 6,49^ ^^^^ ^^ ^ relazione : imper* 
ciocdiè n*è 6 : 3 :: 6 — -4 • 4"^2 :: 2 : i. 
94* 5' 7^* ^^^* ^* ^ nella retta AE preadansi daU* 

estremo A le due parti AO, AD , cbe faccian con essa 
un^ armonica proporzione , cioè tale , clie stia AE : 
AD :: AE— AO : AO— AD, ovvero AE : AD :: EO: 
OD , tal retta si dirà divisa armonicamente ne' punti 
O, e D. 

$. 71. Cor, n. Vale a dire una retta si dirà^di* 
Tisa armonicamente in due punti, quando quest'intera 
retta stia ad un de' suoi segmenti estremi , come l' ù^ 
tro estremo al medio. 

5. 72. Scoi. Cotesta divisione di una retta fu duuh 
mata dal Signor Pascal sezione armonica , o miojet? 
e '1 nostro Borelli disse analogia conierminale una fA 
proporzione. 






^tSU coQslniBione de* Problemi Solidi. La alia dìmoslrixiolie- è Msmi 
|nà facile dì quella dello Scoothen , che la congegnò eoo m'anaiill 
assai IttDi^a : #d ella pvò adattani anche a casi ome»i« 
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PROPOSIZIONE VI. 

I 

T S O R S M A. 

5*^ 73. Se da un punto A esistente fuori la para^^ Si* ^ 
hola GNE le si conducano le due tangenti AB, AC , eJ 
una segante ADE , che la detta curva incontri in due 
punti ^ cotesla segante sarà divisa armonicamente dalla 
curva , e dalla retta frcC contatti. 

Dim, Si divìda per metà k retta BC fra^ contatti^ 
e si unisca il punto di tal Lissezione col concorso del- 
le proposte tangenti per mezzo della retta SA. La par- 
te JVS di questa congiungente dovrà esser il diametro 
dell'ordinata BC^. Inoltre da' punti D, ed £ si tirino ^^ 
le ordinate DL , EG al diametro NS , che incontrino 
la tangente AF in H , ed F. E per lo punto C si tiri 
la CM parallela alla TVS. 

E polche il rettangolo GFE sta al quadrato di FC, 
come il parametro del diametro NK a quello dell'altro 
diametro CM* : ed in questa stessa ragione è anche il * 65, 
rettangolo LHD al quadrato di CH; sarà GFE: LHDi: 
FC*: CH*. Ma per la similitudine deUriangoli KAF , 
PAH sta KF» : PH^ :: KA^ : PA»; e perla somiglian- 
za degli altri due KAE , PAD V é anche KE^ : PD^ :: 
KA^ : PA^. Dunque sarà KF** : PH^ :: KÈ^ : PD^ , e 
per la 19. EX. V. dovrà essere GFE : LHD :: KF^ : 
PH* :: FA* : HA*. Sicché uguagliando fra loro quelle ra- 
gioni , che si son mostrate uguali alla medesima ragione di 
GFE ad LHD , sarà FC^ : CH^ :: FA' ; HA% ed FCc 
CH :: FA : HA. E quindi ancora EO : OD :: EA : AD, 

5. 74» ^or. 1. Dair estremo E della segante AE , 
^ punto medio S della CB f;'a contatti si coqLd^ca 1% 
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retta ES , che incontri la semiordinata DP in L , ed 
in V la sua parallela tirata per lo punto A. Sarà KE: 
PL :: SK: SP pe' triangoli simili KSE , PSL. Ma è 
poi SK : SP :: OE : OD ed OE : OD :: AE : lAD, e 
questa ragione pe^ triangoli simili AKE , APD è ugua- 
le a quella dì KE a PD. Dunque sarà KE : PL :: KE: 
PD. Onde essendo uguali le PD , e PL il punto L 
doTrà ^cadere nella curva. 

Ed eccone da ciò un^ insigne proprietà di un tal 
soggetto. 

§. yS, Cor, II, La reità ES , che da un punto 
4ella parabola EGN conducesi al punto medio S della 
retta BC fra contatti ^ e si distende insino aiV AV pu" 
rallela alla BC dal concorso delle iange iti B A, ed AC , 
n^ è divisa armonicamente in S ^ ed h dalla retta BC 9 
€ dalla curva, * 

PROPOSIZIO NE XVIL 

TEOREMA. 

fis* a5. S' 7^' *^^ ^^^ punto R cadano nella sottoposta pa* 

r aboia FAG le due tangenti RF , RG , e le due se- 
ganti RB , RT , niuna delle quali sia un diametro 
della curva j tirata la retta FG fra contatti , e le altre 
due AV 9 BT , per le sezioni superiori ^ e per le in/c 
riori respettivamente ; queste tre rette o saranno fra 
loro parallele , o dovranno concorrere in uno stesso 
punto» 

* 
Jlg: a4 • Dim. Caso i . Suppongasi la LD parallela alla GE5 

* 2. vi. sarà GA : AL :: EA : AD''. Ma di queste ragióni la 
prima è uguaJe a quella di GQ a QL ^ e la seconda 
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all^ altra di EO ad OD*. Dunque sarà GQ : QL :: EO i^^^J^ 
OD -, « quindi QO parallela ad LD. 

Caso a. La retta FG pe' contatti incontri la rct-/^» ^5. 
ta AV distesaper le sezioni inferiori nel punto S) io 
dico, che in questo stesso punto la retta AV distesa 
per le sezioni superiori debbale incontrare. Se V è possi- 
bile FG incontri AV nel punto O diverso dall' altro S. 
Si unisca SR ^ e per A , ed V si menino le rette NAM , 
PVQ parallele alla BS : sarà BC : CA i: BR : RA*. Ma * 73. 
la prima di queste ragioni è V istessa di que Ila di BS 
ad NA , essendo simili fra loro i triangoli BCS, IVCA. 
£ la seconda , a cagion de^ triangoli simili BRS j ARM 
i pure uguale a quella di BS ad AM. Dunque avras-* 
si BS : NA :: BS : MA , e quindi NA uguale ad MA. 
Similmente sta TD : DV :: TR :/RV ; e pe^ 
triangoli simili TDS, PDV è pure TD : DV :: ST : PV;. 
e per gli altri TRS , VRQ anche simili tra loro , sta 
TR : RV :: TS : VQ. Dunque sarà ST : PV :: ST 
VQ , e con ciò PV uguale ad VQ. Or essendosi dimo- 
strate le rette NA , e PV rispettivamente uguali ad 
AM, ed VQ, sarà NM doppia di NA, e PQ di PV 5 
e quindi dovrà essere NA : PV :: NM : PQ. Ma sta 
MA : PV :: NO : PO, pe' triangoli simili NAO, PVO. 
Ed è NM : PQ :: NS : PS , per la similitudine degli 
altri NMS, PQS. Dunque sarà NS : PS :: NO : PO. 
E dividendo NP : PS :: NP : PO, cioè PS uguale ad 
OP. Lo che ripugna. C.B.D. 

5. 77. Cor. 1. Le due seganti RB , RT cadano 
dalla stessa parte del diametro della parabola FAGT, 
il quale passi per R , e la prima di queste due rette 
si aggiri circolarmente intorno ad R , sinché combaci 
colla RT- Sarà chiaro , che cadendo la RB sulla RT, 
le rette tra le proposte sezioxii , cioè le AVS , BTS , 
debbano divenir tangenti della curva in V , e T. 
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^, ^8. Cor. n. Dunque ^ se dal piatto R cadano 
nella parabola FAG Ze due tangenti RF , eJ BG , ed 
una sola segante RT , che non siane un diametro ; là 
retta frd contatti dovrà passare pel concorso delle 
tangenti menate alla curva per quei due punti del- 
le sezioni* 

PROPOSIZIONE xvm. 



TEOREMA. 

1 



Jtg. s6« J. yg. Se per un punto K preso entro la parabole 

ABS si meni ovunque la corda AS , e pe^ suoi estremi 
conducansi ad essa curva le due tangenti AV , SV j il 
concorso di queste tangenti dovrà esserne allogato iu 
una retta data di posizione^ * 

Dim. Il diametro FG che passa per quel punto 
K , potraggasi oltre il vertice F , finché la parte ester- 
na FÉ sia uguale ad FK. Per lo puuto E si meni la 
EV parallela alla tangente della parabola in F. E nell' 
altro punto S della parabola si tiri la tangente SV, 
che incontra la EV in V. Sarà chiaro, che la segante 
VH condotta pe'due punti V, e K debba esser divisa 

• 74. armonicamente in M, e K.' E la congiunta VA dovrà 
toccare la parabola in A. Imperocché se la VA non 
sia quella tangente , che dal punto V si conduce sul 
ramo parabolico MAH 5 sia Ya cotesta tangente. Dun- 
que la retta, che unisce i 90n tatti S ed a delle divi- 
sate tangenti VS , Va , dovrà tagliare la HV in un pun- 
to r diverso da K. C©n che la retta HV non solo sa- 
rà divisa armonicamente in K ed M , ma anche in r 

^ 73. ed M*. Ciocché ripugna. Dunque AV é tangente della 
parabola al par dell'altra VS, ed il loro concor* 
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00 T sarà allogato nella retta EV data dì posizio* 
ne (*). C.B.D. 

5. 80. Cor. Cotesta rótta data di posizione sì de« 
termina nel seguente modo. Dal dato punto K condu^ 
casi la KE parallela ad un diametro della parabola ^ 
producendola fuori di questa curila , finché la parte er 
sterna F£ sia uguale alVintema FK. E poi per lo pun^ 
io £ si distenda la £V parallela alla tangente nel puni- 
to F. 



«*^ 



(*) La mag^or parte delle yerità , cbe ho Fccate in qui^t'argo- 
ftento , sogliono esser di un diffìcile conseguimento nel volerle anali-* 
Reamente ottenere. E perciò yeggonsi ne' Corsi analitici omesse, yed* 
5* 379.9 e seg. d0l TraU, jtnalitp dttte cury§ conùhf* 



4o niLLi Parabola 

GAP. III. 



De" Fuochi della Parabola. 



5* 8u Def, yin. Per fuoco della parabola inten- 
desi quel punto delP asse , ove T ordinata , che vi cor- 
risponde , è' quanto il parametro principale. 

5. 82, Def. IX. Se dagli estremi dell'ordinata con- 
dotta pel fuoco della parabola si tirino le tangenti ad 
essa curva , il concorso loro si dirà punto di sublimità. 
E la retta , che per lo punto di sublimità vi si disten*, 
de parallela alle ordinate dell' asse ^ si chiama linea di 
sublimità : che certi Geometri moderni la sogliono di- 
re direttrice della parabola. 

§, 83. Scoi. Coteste definizioni, come vedrassi ne' 
due seguenti libri , convengon pure all' EllÌ3se , ed all' 
Iperbole. 
Jis* *7» S- 84* Cor. i . Suppongasi V ordinata Lr dell' asse 

AQ uguagliarne il parametro principale AX ; sarà F il 
fuoco della parabola. Ed essendo cpntinuamente pro- 
porzionali le rette AF , FL , AX , siccome FL è metà 
di AX, cosi AF dovrà esser metà di FL , e quindi quarta 
parte di AX. E sarà pure FA uguale ad AM , posta 
che in M stia il punto di sublimità della parabola. 

§. 85. Cor. II. Dunque il fuoco della parabola di- 
sta per la quarta parte, del parametro principale dal 
vertice dell'asse. E da un tal vertice per altrettanto 
dee distame il punto di sublimità, 

§. 86. Def. I. Ogni retta , che dal fuoco della pa- 
rabola conducesi ad un qualunque punto di essa cur- 
va , si dice ramo. Ed ella da alcuni Geomet?i suol 
dirsi inclinata* 



PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

5. 8y. Se ad un qualunque punto R della parabo* fi^, 517. 
la RAL si tirino il ramo FR , e 7 diametro RS ; ^we- 
^/e ciiie rette saranno ugualmente inclinate alla tangenU 
MR condotta alla parabola per quel punto* Cioè V un" 
golo FRM dovrà pareggiare V altro CRG. 

Dim, Da' punti A ^ ed R di questa curva condu- 
causi air asse AQ le perpendicolari AN , RQ ; dovrà 
essere AN : QR :; MA : MQ pe' triangoli, simili MAN 
MQR 5 e quindi siccome per la tangente MR la MA è 
suddupla della MQ% cosi esser dee AN metà di QR , • 5- 
e con ciò AN* quarta parte di RQ* , o del suo ugual 
rettangolo QAX*. Ma è ancora il rettangolo MAF quar- * 49. 
la parte dello slesso rettangolo QAX , essendone Mx\ 
Uguale ad AQ , ed AF quarta parte di AX*. Dunque * 84» 
saranno tra se uguali il rettangolo MAF e '1 quadrato 
di NA. E quindi sarà MA: AN :: AN : AF , e Tan- 
golo MNA uguale all'altro NFA. Il perchè aggiangen- 
dovi di comune T angolo ANF , dovrà risultarne Unte* 
ro angolo MNF uguale a' due AFNs ed ANF, che 
fanno un retto. Onde convien che la FN sia perpen- 
dicolare alla MR. 

Ciò premesso , ì due triangoli rettangoli FNR , 
FNM han di comune il lato FN , ed han pure tra se 
Uguali i due lati NR ed NM per esserne uguali le due 
AQ ed AM* : dunque per la 4- <lel I. degli Elementi ♦ S;. 
sarà l'angolo FRN uguale ad FMN o al suq uguale 

CRG. C.B.D. 
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$. 88. Cor, 1. La reità che tongiunge il fuoco di 
una parabola col concorso d! due tangenti di essa , V 
una condottavi per lo vertice dell'asse , e l'altra ovun- 
que lateralmente , e sempre perpendicolare alla tan- 
gente laterale. 

$. 89. Cor, II. Cioè a dire, se dal fuoco detta 
parabola si abbassi la perpendicolare ad una qualunque 
tangente laterale di essa curva , il concorso di questt 
due rette sarà sempre allogato nella tangente del vertice 
de ir asse. 

§. yo. Cor, III. La retta FM è Uguale ad FA-|- 

AM 5 cioè ad FA-j-AQ. Dunque il ramo FR , clie si è 

dimostrato uguale ad FM , sarà ut^uale ad FA+AQ. 

Vale a dire , ogni ramo è quarta parte del parametro 

* 53. del diametro , che ne corrisponde al suo estremo** 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA. 

■ ' • ' .' ' * 

fg, a8. 5* 9^* ^^l^^ parabola LAR ciascun ramo FR ^u- 

guale alla distanza del suo estremo R dalla DT linea 
di sublimità di una tal curva* 

E lo stesso ramo è quanto la semiordinata condot- 
ta alV asse pel suo estremo , e distesa insino alla tan- 
gente , che procede dal punto di sublimità verso di esso 
ramo . Cioè a dire il ramo FR è uguale sì ad RS, 
che a PN. 

Dim. Pari. I, Essendo in tal curva la retta DA 

* $4. uguale ad AF*, aggiuntavi di comune l'ascissa PA^ sa- 

rà PD uguale ad AF+AP. Ma il ramo FR é uguale 
air ascissa AP insieme colla quarta parte del pararne- 

• 90. tro deir asse*. Dunque sarà FR uguale a DP , ovvero 
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ad SR , eh' è uguale a DP a cagiou del parallelogram- 
mo DPRS. 

Pari. II. Inoltre la semi ordinata FM , che pas- 
sa pel fuoco F , è doppia della sua ascissa AF* , * ®4* 
di cui n' è anche; dupla la sottangeate DF. Dunque 
sarà DF uguale ad FM. Ma per esser simili i due 
triangoli PDN , FDM , dee stare DF : FM :: DP : 
PN. E SI è dimostrata la FM uguale alla DF. Dun- 
que sarà benanche PN uguale a PD ,0 ad RS , cioè 
al ramo FR. C.B.D. 

5. 92. CoT. 1. La retta RS si distenda, sinché 
ne incontri in .K la sottoposta ordinata CG. Sarà FR 
con RK uguale ad SK , eh' è la distanza della della 
ordinata dalla linea di sublimità di essa curva. 

5. 93. Cor^ 11. E perciò ogni ramo accresciuto^ 
della distanza del suo esiremo da una sottoposta or di- 
nota air asse , è di una costante grandezza , cioè quan- 
to la distanza della detta ordinata dalla linea di subU^ 
nità. 

PROPOSIZIONE XXI. 

T E O R E M. A* 

5. g/f* Esibire la descrizione organica della para^ 
iota co" principi del Coroll. preceda 

Sol. Si prenda un filo flessibile FRK ugnai* in/s:. ^^ 
lunghezza alla riga SK ! ed un estremo di quella si 
attacchi all' estremo K di questa • e P altro esfremo d£ 
esso filo si annodi ad un chiodetto fermato in F. Di- 
poi si dimeni la riga SK. con molo a se parallelo , fa- 
cendola sti'isciare coli" altro estremo S per la retta DI- ^ 
che sia perpendicolare alla medesima bK : e nmisUS'- 
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so mentre uno stiletto muovasi d* accauto ad essa riga, 
tenendone sempre teso il dello filo. Cotesto stiletto 
dovrà descrivere ima parabola , che avrà per asse la 
retta AFP parallela ad SR , e la dupla DF per para- 
metro priucipale. 

PROPOSIZIONE xxn. 

TEOREMA. 

fio- *9- 5-95. Se ad un punto R della parabola ^AK con* 

ducasi il ramo FR , e la normale RQ , e poi dal punto 
Q, ove questa ne incontra V asse di tal curva^ si abbassi 
la QP perpendicolare al detto ramo \ il segmento RP 
toltone da esso ramo verso quel punto R , sarà quanto 
il semiparametro principale. 

£ la normale sarà media proporzionale tra 7 dettù 
ramo , e 7 parametro principale > 

Dim. Pari, I. Si tiri per lo punto R la RB se- 
^'tniordianata all' asse AQ, e si prenda il punto T del- 
la sublimità di essa curva. Sarà la BQ uguale alla 
TF , per esserne ciascuna di esse metà del parametro 

• 57. principale*. Dunque aggiungendo loro la FB di comu- 

ne , dovrà risultarne FQ uguale a TB , o al ramo FR. 
E sarà quindi l'angolo FRQ uguale all'altro FQR. II 
perete i due triangoli rettangoli QPR . QBR > avendo 
di comune 1' ipotenusa RQ , ed i loro uguali angoli 
acuti PRQ , BQR , come si é dianzi dimostralo , do- 
vranno avere ugnali i corrispondenti cateti RP , e QB. 

♦ 5^. Ma la QB è quanto il semiparamelro principale*. Dunque 

anche il segmento RP del proposto ramo dovrà ade- 
guarne il semiparametro principale. 

Pari. JI. Essendo la BQ doppia della ÀF , e la 
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sottangente ]VB ancor dupla dell' ascissa AB , sarà T 
intera NQ doppia della somma delle AB , ed AF , 
cioè del ramo FR*. Ma per lo triangolo rettangolo QRN * 9*- 
il quadrato di RQ è uguale al rettangolo NQB, o ali* 
altro di FR in AX , prendendo la metà di un lato di 
quel rettangolo, e'I duplo dell'altro. Dunque sarà la 
normale RQ media proporzionale tra 1 ramo FR , e 1 
parametro principale AX. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA. 

§. 96. Se appunti K y ed B. della parabola RPK fis* ^. 
9onducansi le due tangenti TK, TR , ed i due rami FK^ 
FR \ la retta FT , che unisce il fuoco di una tal cur- 
va col concorso di quelle due tangenti , divide per metà 
t angolo RFK de" rami. 

Dim. Si tiri la retta KR fra' contatti : ed abbassate 
le perpendicolari KA , RB da' punti K , ed R sulla linea 
AN della sublimità della parabola , vi si conducau le 
tangenti PN , QN per gli estremi della corda PFQ. 
S' intenderà cbe le tre rette PN , QN , KR ab- 
biansi ad incontrare in uno stesso punto*. Onde sic- • 7S. 
come il concorso delle due tangenti PN , QN dee 
cadere in quella retta AN* , così l'incontro di tut- * 7S. 
te e tre le rette PN , QN , KR dovrà trovarsi nel- 
la retta AN. E poiché la retta KW è armonica- 
mente divisa in O ed R* , dee stare KO : OR :: KN : * 74* 
NR. Ma la seconda di queste due ragioni pe' triango- 
li simili KNA, RNB è uguale a quella di KA ad RB, 
o a quell'altra de' rami FK , FR , essendo questi ra- 
tti eguali a quelle perpendicolari nella parabola "*, e * 91^ 



nelle altre due sezioni ad esso proporzionali. Dunque 
sarà KO : OR : : FK ; FR : e quindi V am^olo RFK 

•3. VI. de' rami dovrà esser diviso per metà dalla FT*. C.B.Ì). 
5. 97» Cor. 1. Dunque la retta, che congiunge il 
fuoco della parabola col concorso di due tangenti di 
questa curva , dee esserne ugualmente inclinata ai ra- 
mi che vi si conducano pe' contatti. E se mai siian per 
dritto questi due rami ^ quella congiungente dovrà es^ 
seme ad essi perpendicolare • 

f(' ^9* ' $• 9^- Cor. II. Le due tangenti RE , e CO con- 
dotte nella parabola per gli estremi de' rami FR , FC , 
ne incontrino V asse in N , ed O. Saranno uguali gli 
angoli FNR , FRN del triangolo RFIf , come si è di- 
mostrato nella Prop. XIX.. Onde L'angolo esteriore 
RFQ dovrà esser duplo del solo angolo N. E dimo- 
strando in simil guisa , che V angolo CFQ sia anche 
duplo dell' altro FOC , o del suo uguale EON i saran- 
no i due angoli RFQ , CFQ dupli de' due t)NE , 
EON , o del solo REG : cioè RFC compreso da' rami 
FR ed FC , sarà doppio deW angolo REC , che < n» 
comprendono le tangenti menale agli estremi loro. 

5* 99* Cor. III. E perciò se conducansi due 
tangenti aUa parabola per gli estremi di una corda , 
che passi per lo fuoco , sarà retta V angolo compreso 
da queste due tangenti : 27 vertice del detto angolo dO' 
vrà cadere nella linea di sublimità di una tal curfa : e 
doserà essere perpendicolare ad essa corda la retta , che 
vi eongiunge U vertice di quesV angola col fuoco dellof 
eurva. • 
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PROPOSIZIONE XXVI. 

I 

T X o a s u À. 

5* 100. Lo spazio parabolico AFM racchiuso dalle fy* Zt. 
due coordinate AF y ed FM , « daZr orco AM, eh* è in 
mezzo ad esse , i due terzi del parallelogrammo AFMP 
compito dalle medesime coordinate*. 

Dim. La retta PA intendasi divisa nelle particela 
le ugnali PB , Rr , ec. qualunque sia il numero di 
esst : e dal punto P si elevi ad AP la perpendicolare 
PQ di quella lunghezza cHe ne piace. Dipoi compito 
il parallelogrammo PQTA vi si tiii la diagonale AQ r 
• pe^ punti R , r , ec. si conducano le rette RE , re , 
ec, parallele ad AF, e le altre RS, r«, ec. , parallele 
a PQ. E cosi pure da' punti G , f 9 ec. segnati nella 
curva AGM dalle RE , re , ec. si tirino le GN , ^n , ec 
parallele ad AP : e dagli altri punti C , e , ec. le altre 
CD , ed , ec. equidistanti ad AP. Finalmente il rettan- 
golo PQTA con perfetta rivoluzione si rivolga intorno 
ad AP. 

Ciò premesso > il parallelogrammo MPRE sta alt 
altro NPRG , come MP a PN* , o come FA ad AB. • i. TI. 
Ma per la natura della parabola sta FA: AB :: FM*: 
BG% cioè come PA^ ad RA% o come PQ' ad RC% pe* 
triangoli sinùli QPA , CRA. Ed in questa ragione di 
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PQ^ a CR* sono i due cilindri nati con quella rivolu- 
zione da' rettangoli PQSR , PDCR (*). Dunque sari 
il parallelogrammo MPRE all'altro NPRG, come il ci- 
lindro generato dal rettangolo PQSR , air altro gene- 
ratovi da PDCR. E ciò sempre dimostrandosi , saran- 
no tutti i parallelogrammi MPRE , ERr^, ce, che com- 
pongono r intero parallelogrammo MPAE a tutti i pa- 
rallelogrammi PNGR Rn^r, ec, che sono iscritti nello 
spazio parabolico esterno MPA , come tutti que' cilin- 
dri di PQSR, di SRr5, ec. , che costituiscono il cilin- 
dro del rettangolo PQTA rivolto intorno a PA, a tutti i 
cilindri di PDCR , di Rdcr , ec. iscritti nel cono generato 

*/em.i. dalla rivoluzione del triangolo PQA intorno a PA*. Ma i 
parallelogrammi PNGR, Rn^r , ec. terminano nel tri- 
lineo parabolico MPA, siccome nel cono di PQA van 
pure a terminare i detti cilindri de' rettangoli PDCR, 
lR.dcr ^ ec. Dunquie sarà il parallelogrammo MPAF al 
trilineo parabolico MPA , come il cilindro del i^ettan^ 

*Zeni.9. golo PQTA al cono del triangolo PQA*, cioè come 3 

*io.XII. ad i*. Equindi il trilineo MPA è un terzo del parallelo- 
grammo MPAF: e lo spazio parabolico interno MFA do. 
vrà esserne due terzi dello stesso parallelogrammo del- 
le coordinate AF , ed FM. C. B. D. 

5. 101. Cor. I. Gli spazj parabolici AMF, ÀGB 
essendo parti simili de^ parallelo gsammi delle coordi- 
nate AFMP , ABGR, saranno al par di questi in ragion 
composta della ragione di AF ad AB , e dell' altra di 

•^aS.VI. MF a GB*. 

5. 102. Cor. 11. Ed essendo la prima di queste due 



(*) I cilindri di uguali altezze sono come le loro basi Prop. il 
lib. XII. £ queste basi, cbe soa cerchi, deggion essere, per la Pn»p* 
a, del libro stesso , come i quadrati de loro raggi. 
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rcrgroni componenti duplicata dell^ altra*; la ragion che 
B«' emerge dalla loro composizione sarà triplicata della 
seconda , o sesquiplicata della* prima (*) : cioè gli spa^ 
zj parabolici racchiusi dalle coordinate ad un med'esirm 
diametro , e da^ rispettigli archi , 50iio fra loro in tripli^ 
aaia ragione delle- semiordinaie y o in sesquiplicata delle 
ascisse^ 

PROPOSIZIONE XXV. 

T E a R £ X A» 

J. io5. Se fo spazio parabolico ACK ratkhiusofis* ^a, 
ielle coordinale rettangolari AG , CK , e dalVarco AK. 
w aggiri insieme col rettangolo delle stesse coordinate 
intorno alV asse AC , compiendovi una perfetta rivolu^ 
lione \ la conoide^ parabolica ^ che si genera dal detto 
ìpazio ACK , è metà del cilindro generatovi dal ref" 
tangolo ACKD. 

Z>//7r. L** ascissa AC della parabola ACK intendasi 
lÌTÌsa nelle particelle uguali CF , FB , ec. , qualunque 
sia il numero di esse ^ e pe' punti F, &, ec. sian 
indotte nel rettangolo le rette FI , BV , ec. parallele 
all'ordinala CK. Si unisca la AK, e si tirino le QT ^ 
6E parallele ad AC. 

I cilindri , che nella proposta ri'?olu2Ìon« vengo»- 
91 a generare da' rettangoli lYBF , EGBF , avendo la 
stessa altezza sono come le loro basi^, cioè come i cir-*ii.XIL 



(a) TTna ragion , che si compone da due aTtìre , di cui la pninà» 
lia* cbi^UcaU della seconda , dieesi ses^iplicata della sola prima. 
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coli de' raggi VB , GB : ond' essi saranno in duplicaU 
• B.XLL ragione di VB , ossia di KG a GB^, cioè come C A ad 
• 33. AB*. Ma i rettangoli IVBF , TQBF sono ancor essi 
come è la VB, o la sua uguale KG alla QB, cioè co* 
me GA ad AB pe* tiiangoli simili KAG , QAB. Dunr 
que i mentovati cilindri sarau fra loro come i rettan** 
goU IVBF , TQBF. 

Questo stesso filo di ragioilamento intendasi ancor 

disteso per le altre particelle della GA* Dunque sari 

il cilindpo di KDAG , eh' è l' aggregato de' cilindri 

di KIFC , di IVBF , ec , alla somma de' cilindri di 

ÓMFC , di EGBF , ec. iscritti nella conoide , come 

il rettangolo ' KDAG somn^a de' rettangoli KIFC , 

IVBF , ec. alla somma de' rettangoU LSFG , TQBF , 

•lem, I..CC. iscritti noi triangolo KAC^. Ma tutti i cilindri de' 

rettangoli OMFC , EGBF ec- vanno a terminare nelh 

conoide generata 4alla parabola KJiC , e nel trìangih 

lo KAG veggionsi terminare i rettangoli TQBF^ 

LSFG, ec. Dunque sarà il cilindro di KDAG alla co? 

noide generata dalla parabola KAG , come il rettango* 

lo KDAG al triangolo KAG , cioè .come a ad i. Val 

quanto dire la mentovata conoide é meU del ciUQdro» 

cl\e k si circoscrive, C3.D* 
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PROPOSIZIONE XXVI. 

f 1 O A E M 1. 

§. i#4. Poste le medesime cose del precedente Teo- fg^^^. 
remay la superficie della conoide generata dallo spazia 
parabolico DAC è quarta proporzionale dopo il trif^6 
raggio di un cerchio^ la sua' periferia ^ e la dij^ren* 
za del quadrato del semiparametro principale dal ret- 
tangolo della normale e del semiparametro corrisponde n^-^ 
ti al punto estremo D delV arco parabolico proposto. 

Dim. La semi parabola CAR intendasi elevata nel 
sito CBK j sicché il suo vertice A ne salga al punto 
B di sublimità , e '1 fuoco si trasporti ove ne stava il 
suo vertice» £ poi la DC si distenda, finché incontri 
in K cotesta nuova parabola BEK» Sarà chiaro dover 
essere la CK uguale ella DS normale della paràbola 
in D. Imperocché il quadrato della DS uguaglia il 
rettangolo del corrispondente ramo FD nel parametro 
principale AT* , cioè al rettangolo di CB in AT. Ma • qS. 
il quadrato di CK è anche uguale al detto rettangolo 
pei*' la natura della parabola BEK. Dunque sarà DS* 
uguale a CK* , DS uguale a CK, el quadrilineo 
AEKC sarà la scala delle normali della semiparabola 
ACD.* • lem. S. 

Inoltre essendo BA metà di AE sarà il rettangolo 
di 6A in AE metà del quadrato di AE : e quindi lo 
«pazio parabolico ABE , eh' è due terzi di esso rettan- 
golo*, sarà un terzo del quadrato di AE. E lo spazio * le^» 
parabolico CBK , cb' è anehe due terzi del rettangolo 
di BC in CK , sarà due terzi del rettangolo di FD in 
DS ) o un terzo del rettangolo del semiparametro , 
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-go. eli' è aFD"^ e della normale DS corrispondenti al pun- 
to D. Finalmente il iquadrilineo parabolico CAEK dif« 
lerenza dì que' trilinei ABE , CBK sarà quanto la dif- 
ferenza di 1/3 AE» da 1/3 ES in aFD. 

Ciò premesso , per lo Lemma III. delle geo me* 
triche prenozioni la superficie della detta conoide sta 
alla corrispondente scala CAEK delle normali della 
sua generatrice , com^ è la periferia di un cerchio al 
raggio : dunque sarà la detta superficie alla difierenza 
di »/3AE* da 1/3DS in aFD , come la periferia di un 
cerchio al suo raggio. E , triplicando i conseguenti di 
quest' analogia j starà col^esta superficie conoidale alla 
differenza del quadrato del semiparametro principale 
dal rettangolo della normale e del semiparametro cor- 
rispondenti al pupto estremo D dell' arco parabolico 
AD , come la periferia di un cerchio al triplo del suo 
raggio. C.B.D* 

5. io5. ScoL S* io avessi ragionato de' raggi d' 
osculo della parabola , darei al presente tema un' eie* 
gante forma : ed è , che : la superficie di tal Conoide sia 
quanto un cerchio , il cui raggio è medio proporziona-- 
le fra la terza parte del parametro principale , e la dif 
ferenza de' raggi J' osculo ne'* punti estremi della gene-* 
rairice di essa superficie. Intanto i Giovani potran con- 
sultare il 5» 4^7» del Tratt. Analit. delle Curve Co- 
niche y o potran poi procurarsi un tal Teorema per 
mezzo della Teoria de' raggi d' osculo , ch'esporrò net 
1^ fine di queste Istituzioni. 
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de' DIAMETRI DELL^ ElLISSE GEIfERALMElfTE ,C0lVSIO£RÀTk* 



PROPOSIZIONE L 

TEOREMA» 

$• 106. NelV Ellisse AND il <juadràio di una qua*" fig, 34. 
tunque temiordineta MN sta^ al rettangolo AMD delle 
Àiscisse d" amenduè i vertici A , e D , come il lato rei-' 
io AB al trasverso AD , cioè come il parametro al dia-- 
metro. 

Ed i quadrati di due semiordinate NM , n m sono 
fra loro come i rettangoli AMD ^ A/nD delle corrispon* 
denti ascisse da entrambi i vertici A , e D. ' 

Dine. Pari. L II quadrato della semiordinata NM 
i uguale al rettangolo della corrispondente ascissa AM 
«rettale dal «uo estremo , e distesa insino alla regola^ 
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trice DB^ Ma il reltaDgolo di AM in MQ sta alFaltro 
di AM in MD , come MQ ad MD , o come AB ad 
AD 5 pe' triangoli simili DMQ , DAfr. Dunque sarà NM*: 
AND :: AB : AD. 

Part. II, Intanto alla. medésima ragione di AB ad 
AD è uguale si quella di NM» ad AMD , che V altra 
di nm* ad AmD. Dunque queste due ragioni saranno 
tra se uguali : cioè a dire starà NM* : AMD :: nm* : 
AmD. E permutando dovrà essere NM* t nm* :: AMD: 
AmD. C. B. D. 

5. 107. Def. 1. Nell'ellisse AND il punto medio 
C del lato trasverso AD si chiama centro di tal setio' 
ftff . E la retta CF , che dal centro dell' ellisse condu'^ 
cesi parallela alla regolatrice DB ^ e si distende insino 
al parametro AB , suol dirsi surtegoUUrice. 

$. loS. Cor. 1. Balle due rètte AM, AB si coni* 
pia il parallelogrammo MABH : e V altro MAFR com- 
piasi dalle altre due AM , AF. E poi per lo punto Q 
di distenda la QG parallela ad AM. Si vedrà esserne 
il parallelogrammo MABH duplo del? altro MAFR : e 
si conoscerà agevolmente , che il rettangolo QGBH 
parte della prima di quelle due figure sia doppio * del 
triangolo PRF parte della seconda. Dunque per la 19* 
£1. y. dovrà essere il rimanente rettangolo MAGQ 
duplo del rimanente trapezio MAFP \ cioè MN* ugua- 
le a aMAFP. 

$. 109. Cor, n. E perciò nel? Ellisse il quoiràio 
di una qualunque semiordinata è duplo del trapezio^ che 
la corrispondente ordinata alla Regolatrice ne tronca 
dal triangolo formato dalla surregolatrice , e dalle ine* 
tà del lato retto ^ e del transverso ^ E quindi i qua* 
drati delle semiordinate NM , ed firn saran proporzio^ 
nali a cotesti trapezj corrispondenti AMPF , ed AmpF. 

$. 110. Scoi. Per la definizione della TangeM 
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idV Ellisse adottisi quella , che fu recata per la para- 
bola nella Def. i. Lib. prec. E dcesi avvertire, che 
neir Ellisse potrem benanche computar dal centro , ed 
in sul diametro le ascisse corrispondenti alle ordinate 
della figura. 

PROPOSIZIONE «. 

T Z O K X M A* 

5. Ili- Nelt ellisse AND , se il semidiametro C A fig* 3*. 
producasi oltre il suo vertice , sinché esso semidiametro 
accresciuto di tal prolungamento , cioè la CP , sia terx,a 
proporzionale dopo un* ascissa dal centro CM , e H detto 
semidiametro ; la retta , che unisce V estremo di quel 
prolungamento con un estremo dell'ordinata oorrispon-^ 
tg alla riferita ascissa , sarà tangente di cotesta sezio-^ 

E V angolo del contatto ellittico non sarà divisibi^ 
U 9 per una retta^ 

Dim. Part. I. Intendasi praticato nelV ellisse AND 
^el che si é detto nel Cor. 1. Prop. prec £ poichi 
daU^ esser continuamente proporzionali le tre rette CM^ 
CA, CP n'è CA* uguale a PCM, togliendo d%, que. 
ste grandezze uguali il comun quadrato di CM , dovrà 
rimanervi il rettangolo AMD uguale all'altro PMC*. Ma*4.ei.H^ 
questo rettangolo sta a quello di PM in MS, come 
MC ad MS"^, o come AD ad AO, pe' triangoli simili " '<^ 
CMS , D AO , cioè per la i^itura^ di cotesta curva , co- 
me AMI^ : NM\ Dunque sarà il rettangolo di PM in 
MC air altro di PM in MS , come il rettangolo di AM 
in MD al quadrato, di NM. Onde Tè forza, che sia il 

mtangolo di PM in MS uguale al ^adrato di NM : e 
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prese le meli loro sarà il triangolo PMS uguale a! tnt<^> 
pezio AMSF. Finalmente aggiungendo a questi spazzi 
sottoposti trapezj MRTS, MRVS , di cui il prnno ve* 
desi maggior dell' altro* y dovrà risultarne il triangolo 
PRT maggiore del trapezio ARVF. E cosk pt«re to- 
gliendo dal triangolo PiMS, e dal trepazio ÀMSF ri* 
spettivamente t soprappo»ti trapezf Afr/S y Mri'S , il 
primo de' quali dell' altro n' è minore , dovrà rimaner» 
¥Ì Lenanche il triangolo Pr/ maggiore del trapezio^ 
Ari/F. 

Ciò- posto , per la similitudine de' triangoli BRP r 
NMP sU BR» ad NM' , come PR* a PM^ , o come 
il triangola PRT all' altro PMS y che per esser simiK 
son come i quadrati de' loro lati omologhi PK e PM. 
E per lo CorolL h. Prop^ prec. è poi NM« : QR» ;: 
. AMSF : ARVF. Dunque sarà ex aequo BR* \. QRV - 
, PRT : ARVF. Ma il Uiangolo PRT si è dimostrata 
maggiore del trapezio ARVF. Dunque sarà pure BR? 
maggiore di QR* , .la BR nlaggiore della QR, espun- 
to B starà fuori della proposta curva. E dimostrandl 
in simit modo ^ che ogni altra punto della PB tranne 
il solo N sia fuori dell' ellisse ANB ; quella retU sarà 
* 35. tangente di questa curva*. E eie valga per l'altra coftr 
giungente del punta P coli' altra estrema della detta 
ordinata. 

ParU IL Dico inoltre , che ntun'altr» retta vi pos- 
sa anche nel punto N toccar 1' ellisse. Imperocché , si 
ciò può essere , sia N/> uur' altra tangente di tal curva 
Bel dato punta N , ed ella ne incontri il diametro in 
p. Si ritrovi Cr terza proporzionale dopo le due C/jy 
e CA , ed ordinata per r la rq si unisca \dtpq. Qii€^ 
sta in virtù della prima parie di questa Proposizione 
dovrà toccar \ ellisse in 7 ^ e distesa in giù , dapoi- 
chè dee g,iacer fuori della cur^ , ne incoatcerà T al» 
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tra tangente If P , e maggiormente la N/?. Dunque le 
due rette ìip ^ ^ pff dbiudereLJb^o spazio. Lo che ri- 
pugna. C. B. D. 

5. 11 a. Cor. 1. J)»\V esser Je tre rette CM, .CA 
CP coiitinuamcnte proporxionali aUbiam conebiuso qui 
^opra les^er il ^ettfiugplo I^C uguale alP altro AMD 
«ndp dovrà sture PjM : MA :: MDt MG. 

5* Il 3. Cor, II. Dì più in questo Teorema si è 
prpposfp ess^niie PC : CA :• CÀ r CM. Dunque la som- 
ma ^pgìi aatteeedenti |di queste due ragioni alla somm^a 
de' conseguenti loro dovrà stare , come la differenza 
j^ f{\idQi aUa J&^fdreikZfk di ipiestr. Cioè , rilevando co- 
late j^onune e difffermzie , sarà PD : DM :*- PA : AM. 

^^ 1 1 4* Cor, 111. Yale a dire , neW ellisse il dia- 
f^fro pro4i^tQ inaino alla ^a^enffs v? i diviso armoni- 
fiog^ntfi fkfUa cun^^ 9 e ^aUft^ semiorUncUa per fo coh* 

5* 1^5. Cpr,. IV. In queslo Teorema n^ è indica- 
lo fyiel geometrico {ftrti6Lzia , onde può^ condursi fa 
tliiigfQle a)l^ ellisse A]KD pel dato punto N^il qua- 
)^ Qpa sia il vertice di tal sezione* E se nel delta 
:nrtice vorrà condursjsli la tangente t basterà distender 
per esso la p/iraU^la ad una sottoposta ordinata. £ la 
verità della .costruzione potrà dimostrarsi » come aelFa 
pairak>la^ CorolL a. Srop. Uv 
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PROPOSIZIONE ni. 



T E O R S X À. 



/^. 36. 5* 11^- -^^ corda AB, che distendesi nelV ellisse 

FBQ pel centro C di tal figura , tC è quivi divisa per 
metà. 

. E le tangenti AS , BT condotte alla detta curva 
per gli estremi di essa corda son parallele fra loro. 

Dim. Part. I. Per gli estremi A , e B della pro- 
posta corda si tirino le semiordinate AR , BP al dia^ 
metro £Q della sezione. Saranno i quadrati di coteste 
rette AR, BP , come i rettangoli ERQ, EPQ. Ma a 
càgion de' triangoli simili ACR , BCP, sta, AR : BP :: 
CR : CP , e quindi AR^ : BP^ :: CR* : C^'^. Dunque 
• io6. sarà CR' : CP* :: ERQ: EPQ*. Ed in forza della Prop 
12. El. V. per l'ellisse, e della 19. El. V. per T 
iperbole avrassi CR* : CP' :: CE*: CQ' , e CR:CP: 
CE : CQ. Ma CE è uguale a CQ : dunque sarà andie 
CR uguale a CP. E quindi i triangoli ACR , BCP , 
che han le coudizioni della 26. El. I., dovranno ave- 
re uguali i corrispondenti loro lati CA , CB. 

Part, II. I quadrati delle CE , e CQ sono rispet- 
* 111. tivamente uguali a' rettangoli SCR , TCP*. Onde son 
questi -al par di quelli tra se uguali. Ma dianzi si son 
mostrate uguali le loro basi CR , e CP : dunque le 
loro altezze SC , TC saran pure uguali. Il perchè i 
due triangoli ACS e BCT avendo i due lati AC e CS 
respetti vamente uguali agli altri due BC e CT , e 1' 
angolo A(^ uguale all' altro BCT , dovranno avere an- 
che l'angolo dAS uguale all'altro CBT. Ottde sari 
AS parallela a BT. C. B. D. 



\ 
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t 5* *^7' ^^f* *i- Se per lo centro dì un'ellisse, 
e per un dato punto del perimetro di questa curva 
conducasi una retta y la quale ne incontri la tangente - 
verticale ed una qualunque semiordinata al diametro 
della sezione ^ il trapezio , che si forma iieir incontro 
di queste quattro rette , si dirà il qumdrilineo corri^ 
spondente alia detta semiordinata. 

Cosi conducendo dal ceptro G del? ellisse AQa ad /i;. Sy. 
un dato punto Q del suo perimetro la retta GQP , la 
quale ne incontri la tangente verticale AP e la semi- 
ordinata BC del diametro Aa , il trapezio ABTP sarà 
il quadrilineo corrispondente alla semiordinata BC , o 
all' astrèmo C di essa retta. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

5. 118» Se da un qualunque punto Cdel perimetro fig^^T' 
MUiico ACa conducansi le due rette CN , CB respetti" 
imamente parallele alla tangente laterale QS ed alla ver- 
ticale AP di tal curva ^ il triangolo NCB , eh* esse 
con^rendono con una parte del diametro Aa della sezio^ 
ne , sarà uguale al corrispondente quadrilineo TBAP. 

2>tm. Dal punto Q del c9ntatto si tiri la semior- 
dinata QM al diametro Aa^ dovrà stare GM : GA::GA: 
GS. Ma pe' triangoli simili GMQ , GAP è pure GM : 
GA :: GQ: GP. Dunque sarà GA : GS :: GQ : GB. 
E quindi i due triangoli GAP e GQS , reciprocando 
i lati- intorno al comune angolo AGP, dovranno esse* 
T9 uguali : e saranno pure tra se uguali le loro diffe- 
renze dal triangolo QGM , cioè a dire il trapezio PQMA 
e 1 triangolo QMS. 



Or essendo i triangoli simili POA , Q6M CNmiet 
^adratì de^ loro Iati omologlii GA , GM , sari con* 
Tertendo il triangolo PGA al trapezio PQMA , come 
il quadrato di GA al rettangolo AMa r é safrà q[tiindl 
invertendo PQMA: PGA :: AMa: AG*. E dimosti^n* 
do in simil guisa essére PGA: PTBA :: GA' : ABà , 
saranno per uguaglianza ordirfiatÀ i tràpezj PQMA é 
PTBA, come i rettangoli AMaedABa, o coiAe i qua* 
drati delle QM e CB , cui son proporzionali siffattf 
* io6. rettangoli*. Ma i quadrati di QM , e di CB son come 
i triangoli simili QSM , CJ^B*. Dunque dovri stare il 
trapèzio PQMA ali; altro PTBA , come il triangold 
QSM al triangolo CNB; e quindi sarà il trapezio PTBA 
uguale al triangolo C^B , come si è mostrato il trape* 
zio PQMA uguagliarne il triangolo ASM. C. B. D. 

§. 119. Cor. 1. Se la retta cb ^ che si conduce 
parallela alla tangente verticale AP , o all' altra ap , 
cada sotto del centro G ] il triangolo cnb sarà uguale 
al trapezio ptba troncatone dalla medesima 4:b sotto del 
ceutro. La qual cosii potrà dimostrarsi in un conalimil 
modo. 

5. 120. Cor. 11. Di qui potrebbesi inferire la sc^ 
guente verità geometrica , cioè : se alla base PA 
del triangolo GPA sì tirino le parallele QM è TB , è 
voi la GA , eh' è un degli altri due lati , si distenda 
in a , sicché Ga V adegui ; i trapezj AMQP, ABTP 5«- 
ran fra loro come i rettangoli JSMd ^ ABa. 



''/ 
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T 1 O ft B M A. 

5. ili. Èa irèii'a LN, c/le pa^^à per tó cèntro fin* St* 
«Tèir eltis^ LAt^K , (/iVti2e /^er metà tutti le cor-^ 
de Da , iOLj ec. ji cHé dentro uria tal curva condu" 
cófid pdraUele alle iàrigènìi trienaté pé* suoi estremi L , 
ed N. O/li* étlà; n' è Uh diametro y cui son ordinate U 
detti eorde. 

DùH. S!òcomè liéììi parabola cosi in quést* altra 
sézioiie si possono tre casi verificare t cioè che la cor» 
da parallela alla tangente laterale LS ne incontri il 
diametro sopra del vèrtice di esso : che Io incontri nel 
vèrtice: e' che fitialmènte Io tagli sotto di un tal pun* 
to. In tatti é tré quésti casi , la dimostrazione sari 
identica' a quella della Prop. 5. Lib I. : quando però 
le ordinate , clie dagli estremi della medesima corda 
conduconsi al diàmetro , restino entrambe dalla stessa 
parte del centro. Che sé poi una di coleste ordinate 
ne resti éixì centro , e T altra cada sotto di esso^ là 
dindo^tràzione' di questi altri casi dovrà nel seguente 
riiòdò congegnarsi. 

Cdà. I. Ibcolitri là cordai RX il diametro QG sùì/lgm ^$^ 
vèrtice 9 e cada V ordinata KI sotto del centro ; sarà il 
triangolo TIR ugiiàle ài corrispondente quadrilineo 
QIO/)' : onde , aggiungendovi di comune il triangolo « ,15^ 
GCI , ne verrà lo spazio TCOR Ugyàle al triàngolo 
pCQ, o al suo uguale GCH. E poiché il triangolo 
DVX è Uguale al trapeiio GVYH , togliendo dal- 
lo spazio TCOR il triangolo TVX, e dal triangolò 
GCH il «ràpezio OYYH ^ resterà lo sparìa VCOlud 
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Uguale al triangolo VCY. E togliendo benanche da 
entrambi il trapesio VCFX , ne verrà il triangolo 
FOR uguale al suo simile FYX, e perciò FR uguale 
ad FX. 

Cas. 2. Incontri la corda GM nel vertice G il dia- 
metro GQ , e dal punto M si ordini ad esso la ret- 
ta ML , che cada sotto del centro. Dovrà il triango- 
lo GLM adeguare il suo corrispondente quadrilineo 
QLM/7. Dunque aggiungendo ad essi il comune trian- 
golo LCN , ne addiverrà lo spazio GCNM uguale al 
triangolo C^Q , ovvero al suo uguale GCH. E quindi 
se dallo spazio GCNM , e dal triangolo GCH si tolga Io 
stesso triangolo CGS , ne resterà il triangolo GSH 
Uguale al suo simile NSM , e perciò GS uguale 
ad SM. 
Ji$. 38. Cas, 3. L'ordinata RI cada sotto del centro C| 

e la RX incontri il diametro sotto del vertice. Ordina- 
ta la XV , il triangolo XV T sarà uguale al corrispon- 
•118. dente quadrilineo VGHY*. Onde aggiungendo ad essi 
il trapezio TVYF , ne risulterà il triangolo XFY 
uguale al trapezio GTFH. Ma il triangolo TIR ugua- 
glia il suo corrispondente quadrilineo QIO/7 \ dunque y 
se uniremo ad essi di comune il triangolo J.OQ , n^ epier* 
gerà lo spazio TCOR uguale al triangolo CpQ, o all' 
altro CGH. E quindi se dagli spazj TCOR , CGH 
tolgasi il medesimo triangolo TCF , resterà il trian- 
golo OFR uguale al quadrilineo TGHF , o al tri- 
angolo FXY , cui si è dimostrato uguale il det- 
to quadrilineo . Ed essendo tra se uguali , e si- 
mili i triangoli OFR , XFY , sarà FR uguale ad 
FX. C. B. D. 

5. 122. Cor. 1. Nell'ellisse, oltre allato trasver» 
so assegnatole dalla sua genesi , posson concepirsi infi- 
ti altri diametri , che quivi segansi nel centro. 



5. ia3. Cor. 11. Il centro dell'ellisse, i punti 
meclj delle corde tra lóro parallele, ed i contatti delle 
due tangenti ad esse equidistanti, debbo;) giacersi per 
diritto. Dunque una retta , che unisca due di questi 
punti , dovrà passarne pé* rimanenti. 

§• 124* Cor. 111. La retta GO, che congiunge il /f^. 37» 
centro dell^ ellisse ACa col^punto medio O della ccù:- 
da DC , dee segar la curva ne' punti Q , e 9 ove le 
tangenti QS , qs son parallele ad essa corda. Poiché se 
ivi un* altra tangente RV fosse parallela alla DC , an- 
che la GR dovrebbe passare per O , eh' è un as« 
surdo. 

5* 125. Scoi. Ma come potrem tirarvi una tangen* 
te parallela alla corda DC , o che faccia col lato tras« 
verso Aa un angolo dato ? Suppongasi esser QM la 
semiordinata per un tal contatto. Sarà dato di specie 
U triangolo SMQ, e quindi la ragione di SM adMQ, 
o di SM^ ad MQ* , che può porsi uguale a quella di 
aK posta a diritto col detto lato trasverso, al lato retto 
nL. E poiché sta MQ* ad AMa , o al suo uguale SMG*, * wfi: 
come aL ad Aa*, sarà ex aequo SM* ad SM6 , ovve- * lofis 
ro SM ad MG come aK ad Aa. £ componendo SG : 
GM :: AK : Aa, e quindi AG a GM ìb suddupli^ 
cata ragione di AK ad Aa. . Dunque sarà data 1' asci»* 
sa GM. 



PROPOSIZIONE VI. 

T B O E ^ IL >• 

fig. 58» §. 1^6. jPo^ftf Ztf medesime f^ose della Prop* preu^ 

dente , i quadrati delle semiordinate fiD , FR sono fio 
loro cume i rettangoli LBN , LFN d^lle aafrispot^dfmii 
ascisse da entrambi i vertici del diametro LSi* 

• • • 

Dim. Nella Prap. 4- si ^ dmQstrato es<^re i 4^^ 
triangoli SCL, GCH uguali tra loro. Dunque, tolto da 
essi il trapezio GZLC , ne rcsterik il triangolo SGZ 
uguale air altro HZL. Ed aggiungendo loro di con|i|- 
ne il sottoposto pentagono GZL/E dovrà risiiltanie fi 
trapezio S£/*L uguale al quadrilineo GE/*H, cioè a} 
^angolo EMD : e quindi tolto da qi^e^ti spaz^ il co** 
mun trapezio EMB/*, \i resterà il trapezio S]V|^L ii([iu« 
le al triangolo /BD- 

Che se V ordinata RI cadja soUo del oeniro deff" 
ellisse y il triangolo TRI sarà uguale ^1 quadrilinco 
QIOp ^ onde aggiungendovi di comune il trì/eingoI<o OCI9. 
n' emergerà il trapezio TROC uguale al triangola CJpQ, 
o air altro CGH ^ o ad SCL. S?cchè se tolgasi dal 
triangolo CSL , e dal trapezio TROC lo spazia TFC, 
resterà il trapezio STFL uguale al triangolo ,OFR. E 
con ciò i due triangoli /BD , OFR essendo respettiva- 
mente uguali a' quadi-ilinei SMBL , STFL ^ la ragione 
di cpielli dovrà pareggiare la ragione di questi , cioè i 
quadrati di BD , e di FR si avran j&a lovo come i 
♦ i%^ retUngoli LBN^ LFN^ CBJD^. 



PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

5. 127. Se da un punto M di un qualunque diame- fis- ^* 
tro QP deir ellisse QNP si elevi la perpendicolare MT 
terza proporzionale dopo V ascissa QM , e la semiordi^ 
nata MN , che corrispondono a quel punto \ V ^estremo 
T della detta perpendicolare sarà allogato in una retta 
data di posizione , che anche dicesi regolatrice 
della proposta curva. 

Dim* Sia P altra mi benanche perpendicolare al 
diametro QP nel punto m , e terza proporzionale do* 
pò V ascissa Qm ^ e la semiordinata mn corrisponden- 
ti al punto m. Saranno i rettangoli QMT , Qm/ ugua- 
li a' quadrati delle semiordinate MN , ed mn respetti- 
vamente . Onde quelli al par di questi saranno co- 
me i rettangoli QMP , QmP. E sarà permutando il 
rettangolo di QM in MT alP altro di QM in MP , 
come il rettangolo di Qpi in mt a quest' altro di Q/n, 
in mP 5 cioè MT : MP :: mi : mP. Dunque i punti 
T , 'C / , ed infiniti altri similmente condizionati do- 
-vran ritrovarsi in Una retta data di posizione , che pas- 
sa per lo punto P. G. B. D. 

5, 118. Def. 111. La retta QA elevata dal pun- 
Q perpendicolare al diametro QP dell'ellisse QNP , e 
distesa i usino alla regolatrice PA , dicesi parametro di 
esso diametro. 
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PROPOSIZIONE vin. 

TEOREMI. 

fig. 8. 5* ^^9* N^IP ^tti^^^ ii quadrato della semiordinata 

NM ad un qualunque diametro QP sta al rettangoh 
QMP delle ascisse d* ambedue i vertici di tua ^ coms 
ti è al diàmetro QP il suo parametro QA. 

D/m. Essendo per lo precedente Toerema NM* 

uguale a QMT , sarà il quadrato dì NM al rettangolo 

di QM il) MP, come il reitaogolo di QM in MT all' 

altro dì QM in MP , cioè come MT ad MP , e come 

QA a QP, pe' triangoli simili PMT , PQA. C.B.D. 

§, l'io. Scoi. 1. Cotesta proprietà essenziale dell* 
ellisse , die nel primo Teorema di questo libro erasi 
dimostrata relativamente al lato trasverso di tal curra^ 
qui vedesi doverne anche convenire ad ogni altro dià- 
metro di essa. Onde tutto quello , che in conseguen* 
za di hn tal principio si é poi derivato , potrà con? 
venevolmente appartenere ad ogni altro diametro del- 
r ellisse. 

§. i3i. Scoi. 11. Per la definizione della sottan- 
gente di un'Ellisse ritengasi quella che fu recata per 
la parabola nel J. 55. 
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PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

J. i32. Un qualunque diametro AD deW ellisse M* ^^• 
AND 9 qualar ne incontri una di lei tangente NP , dee 
restar diviso armonicamente dalla curva , e daW ordina* 
ta MN per lo contatto. 

Dim. Se non sia DP : PA :: DM v MA \ facciasi 
come DM ad MA cosi D/i a' pk , e poi si unisca la 
Vp. Sarà questa retta tangente dell'ellisse in N.*^ On- * m. 
de nel punto N di una tal curva yì saranno le due 
tangenti NP^ N/7. Lo che ripugna. 

5- i33. Cor. 1. In questa supposizione può si- 
milmente dimostrarsi , che sieno contìnuamente prò* 
|M>rzionali le rette CP , CA, CM, 

5« i34« Cor. 11. Cioè, ^e un semidiametro delVeU 
ìiise si protragga , sin che ne incontri una di lei tan" 
^ente ^ e dal contatto gli si tiri un^ ordinata ^ saranno 
continuamente proporzionali V ascissa dal centro , il del-- 
to semidiametro , e lo stesso semidiametro accresciuto 
della parte estema* 

5. i35. Cor. Ili» E la s^^ttangente PM della det- 
ta ellisse non è dupla delP ascissa MA , come lo era 
nella parabola^ ma le serba la variabile ragione di DM 
ad MC , cioè dell^ ascissa d»! vertice rimoto all' ascissa 
dal centro. 
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GAP. II. 



PE^DIAMETRT CONIVCÀTI BELL^ ElLISSC 



5» *3G, Def. IT. Due diametri di un' eIBssc si di* 
eono conjugaU ira loro , se ciaseuno di essi sia paral- 
lelo alle ordinate dell' altro. E quello di questi due 
diametri , clie principalmente si consideri , suol dna* 
marsi primario , e T altro poi secondario. 
M' ki» $• 1^7. Scoi. Da un qualunque punto E delTelUf- 

se AED agli estremi di un suo diametro AD si tirino 
le due rette E A , ED \ e pe' punti medj di queste dut 
corde tì s' intendan condotti i due semidiametri CG , 
CP. Questi saranno coojugati fra loro. Imperocché k 
retta CK , che passa po'* punti medj de* due iati Afi , 
AD del triangolo E AD , dee esseme parallela alla ba- 
se di esso, cioè alla ED, eh* è un'ordinata del ^^Uc* 
metro MP. E da ciò comprenderemo , che il semidiih 
luetico CG. sia parallelo alle ordinate dell* altro' CP. 
Or così dimonstrando , che anche la CP sia paralleb 
alle ordinate di CG , i due semidiametri CG , CP in 
forza delle presente definizione saranno conjugùti fra la^ 
ro . E queste cose servono a chiarire T addotta defini- 
zione , ed a mostrarne la posizione de* diametii coa« 
jugati di un^ ellisse , ed i loro yarj sistemi. 



/ 
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PROPOSIZIONE X. 

T S O & X M A. 

r 

§. iS8. Ciascun diametro AD JeZZ' ellisse ABDE , /gr- 53f. 
e la sua ordinata BD condottagli per lo centro ^ son 
due diametri conjugati. 

Dim. Per un qualunque punto F -del perimetro 
ellittico ABDE , e per lo centro C coDduca3Ì la retta 
FCL , che incontri in L la parte opposta di tal cur- 
va. Ed oltre a ciò da' punti F , ed L si tirino al dia:- 
metro AD la semiordinata FG 9 e V ordinata LT , ed 
in fin sì unisca la FT. 

E poiché FC è uguale a CL*, i due triangoli • 119^ 
equiangoli FCG , LCK avranno uguali i lati FG, LK^ 
Ma r à poi LK uguale a KT : dunque le due FG,KT, 
che per essere ordinate al diametro AD son tra se 
parallele , saranno altresi uguali fra loro. E quindi la 
FT sarà uguale , e parallela alla GK*. Or pe'due pa- * 33. h 
rallelogrammi GH e CT le «due rette GC e CK sono 
respettivamente uguali alle FH ed HT. Dunque sicco- 
me le prime di queste quattro grandezze son tra se 
uguali , per esser i triangoli FCG , LCK perfettamen- 
te uguali 5 così le altre due FH , flT saran pure tra 
se uguali. Il perchè la BE , che passa per lo punto 
medio della corda FT , e per lo centro dell' ellisse , 
sarà diametro di FT*: « la FT ordinata di BE, oh' è * ni» 
il diametro secondario di AD , sarà parallela ad AE 
diametro primario : e con ciò i due diametri AD, BE 
saran conjugati fra loro. C.B.D* 

§. iSg. Cor. 1. In questa curva la retta AM $ia 
il parametro del diametro AD , di cui la BE n' è il 



-\ 
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secondario. Sarà AM ad AD , come il quadrato ài BC 
• "a9« al rettangolo ACD* : cioè , prendendo i quadrupli di 
queste due grandezze , come BE^ ad AD^. Dunque 
Ira 7 detto diametro , e H suo parametro AK n" è me- 
dio proporzionale il suo diametro conjugato BE. 

5. i4<'- Cor. 11. EH quadrato di una semiordina- 
ta ad un qualunque diametro delV ellisse starà al rettan- 
golo delle ascisse da entrambi i vertici , eome n* i al 
quadrato, di un tal diametro quello del suo conjugato. 

5. i4i. Cor. 111. Descrivasi un cerchio , che ab- 
l>ia il medesimo centro deir ellisse , e per raggio un 
semidiametro di etsa. E poi tirata una retta per due 
intersezioni di queste curve , si unisca il punto media 
di una tal corda col centro dell* ellisse. Cotesto ,coii* 
giungente prodotta d' ambe le parti insino al perimetro 
dell ellisse ne sarà un'* asse : per esserne anche perpen- 
dicolare alla detta corda , e quindi alle tangenti coii-^ 
dottevi pe* suoi estremi. E 7 suo confugato sarà l* or^ 
dinata ^ che gli si meni per lo centro* 

5, 142. Def. V. Nell'ellisse il parametro di cia- 
scun diametro può dirsi , che sia la terza: proporzio- 
nale in ordine ad esso diametro , 1 1 suo conjugato. 

PROPOSIZIONE XI- 

T B OR E M A* 

5* ^4^' ^'^* ^^^^ conjugati di un^ ellisse son disn- 
fuali, E 7 maggiore di essi n^ è il massimo diametro , 
il minore il minimo • 

jf|f. 4i. Dim. Part. /. S' é possibile , sreno uguali fra Io* 

ro gli assi conjugati AB ed MN dell' ellisse AMBN. 
Tifat» ovunque ad uno di essi la semiordinata RX , 
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£1 quadrato di tal retta sarebbe uguale al rettangolo ài 
AR in RB : imperciocché quello sta a questo , come 
il quadrato di MN al quadrato di AB''* Ma il punto X * '4o* 
tocca la circonferenza del cerchio ^ che ha p^r .diame- 
tro la BA'^. Dunque cotesto circolo dovrebbe confon-*^JIL 
dersi colla proposta ellisse, Ch^è un assurdo. 

Pari. JL Si descrivano co' diametri AB ed MN i 
semicircoli ADB , NFM . Egli è chiaro , che le circon- 
ferenze di questi semicerchi non debbano tagliar Telr 
lisse in alcun punto . Poiché, se ADB , ch'é una delle 
dette periferie , suppongasi tagliar T ellisse in X, ordi- 
nata la XR al diametro AB del semicerchio ADB, do- «^ 
vrebbe esserne il quadrato di RX uguale al rettangolo 
ARB I e qnindi NM* uguale ad AB*. Lo che ripugna 
alla prima parte. 

Ciò premesso , dal centro C dell' ellisse AMBN si 
tiri ovunque il semidiametro CiFD \ sarà sempre la CE 
minore della CD , ed insiem maggiore della CF. Dun- 
que ogni semidiametro dell' ellisse sarà minore del se- 
miasse maggiore CB e maggiore del semiasse minore 
CM. E quindi il massimo de'diametri di tal curva do- 
vrà esserne l' asse maggiore , e '1 minimo di essi il mi- 
nore. C^B.D. 

PROPOSIZIONE xn. 

TEOREMA. 

t 

5. i44' ^ ^^^^^ > ^*^ congiungono gli estremi di due Jig. 421. 
diametri conjugati QF , EG delV ellisse A6CD , costi^ 
iuiscono un parallelogrammo uguale alla metà del ret'^ 
tangolo degli assi AC , AD. 

Dim. E;»iendo i semidiametri QH , ed HE respet- 
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tivamente uguali agli altri HF , ed HG , e V angolo 
QH£ ugUiale al !suo verticale FHG , sarà la QE ugua- 
le alla FG . e V angolo GFQ uguale all' altro FQE : 
onde le due QE , e GF , che si son mostrate uguali , j 

• «7. 1. saran benanche parallele*, e la figura QEFG dovrà es- 
serne un parallelogrammo. 

Inoltre dagli estremi A e B del semiasse maggiore 
HA, e del minore HB , e dagli altri Q ed E de'semi* 
diametri coiijugati HQ ed HE si tiriuo le tangenti AL, 
BL , QM , EM air ellisse ABE , che si uniran fra lo- 

/^. 43.ro , come ne appare nella fig, 4J«- e pe' punti Q e B 
si distendano le rette XQY , ZBV parallele alle BH e 
QH respettivamente , e poi congiungasi la BQ. 

Ciò posto , il parallelogrammo BXYH è duplo del 
triangolo BQH , poiché tali figure han la stessa base 
BH , e son tra le medesime parallele BH , XY. Ma 
dello stesso triangolo QBlI n' é anche duplo V altro 
parallelogrammo QZVH , per esseme entrambi sufla 
medesima base QH , e fra le medesime parallele QH, 
ZV. Dunque saranno uguali i parallelogrammi BXYH, 
QZVH , e doyran serbare ugual ragione al terzo paral- 
lelogrammo IZ^SH. Or i parallelogrammi BXYH , ed 
USH sono come le loro basi HY , ed HS , vale a di- 
* iS4* ^6 in duplicata cagione di HY ad HA^. Ed è ancora il 
parallelogrammo QZVH al meJe«imo parallelogrammo 
I^SH , come HV base del primo ad HI base del se- 
condo , cioè ia duplicata rai^ione di HV ad HE. Dun- 
que s^rà ancora HY : HA :: HV : HE, n sia il parallolo- 
grammo BXYH all' altro BLAH , come il parallelo- 
grammo QZVH al parallelogrammo QMSH, prr esser- 
ne respettivamente di uguali altezze si quelli, che 
questi, n perchè essendosi mostrali uguali i parallelo- 
grammi BXYH , QZVH , anche gli altri due BLAH , 
QMEH dovranno esser tra se uguali : e 1 saran pure 



ilriangoli BAH , QHE metà di essi. E prendendo i JHi^^ 4'-** 
quadrupli di questi triangoli n* emergerà il parala 
lelogrammo ABCD uguale all'altro QEFG. Ma il 
primo di questi parallelogrammi è metà dei rettangolo 
degli assi LKRS. Dunque sarà benanche T altro parai* 
lelogrammo QEFG metà del detto rettangolo degli as* 
si. C. B. D« 

§. 145. Cor. I. Compito il parallelogrammo MNOP 
da' diametri conjugati QF , £G ^ si comprende agevol- 
mente 9 cite i parallelogrammi RKLS , MNOP sien 
quadrupli de' parallegrammi BLAH , QMEH. Dunque 
dovran quelli uguagliarsi fra loro al par di questi. 

§. 146. Cor, 11. E di qui può rilevarsi , ch€ luti* L 
parallelogrammi circoscritti in tal modo ad un" ellisse sieno 
uguali al rettangolo degli assi^ e quindi fra loro uguali. 

5. i47* Cor. 111. Si tiri r ordinata ET al semia^i- M* 4^" 
se minore HB 5 sarà HT : HB :: HE : HI :': HV ; 
BE'*. Ma nel progresso della presente dimostrazione si • 134. 
i veduto esserne- HY : HA:: HV^. HE. Dunque sarà 
henanche HY : HA :: HT : HB. 

$. 143! Cor. IV. Essendo poi HY : HT :: HA : 
HB , e quindi HY» : HT» :: HA* : HB' , sdrà per Ift 
19. El. V. HA'^HY» ad HB»— HT* , come HA» ad 
HB», o* come il rettangolo AYP a QY». Dunque sarà • 140. 
QY» uguale ad HB»— HT» , o al rettangolo BTR, E 
cosi pure può rilevaì^i , che il quadrato di ET adegui 
il rettangolo AYP. 

5. 149. Cory V. Cioè se dagli estremi di due se* 
nUdiametri conjugati di un^ ellisse conducansi due semL-^ 
ordinate agli assi di una tal curva ^ questi saran da 
quelle dii^isi proporzionalmente. E 7 rettangolo di cote-- 
sti due segmenti in ciascun asse dovrà pareggiare il 
quadrato di quella delle dette semiordinate , che rCè pa^ 
ralleh ad un tal asse. ' 
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PROPOSIZIONE xm. 

T E O R X M A. 

/;. 44* 5* ^^^' NeW ellisse ARDQ la somma de'' quadraU 

di due qualunque diametri conjugati GL , M P è quart" 
4o quella de"^ quadrati degli assi AD , RQ* 

Dim. Si tirino dagli estremi 6, ed M. de^semV 
diametri conjugati GC , CM le ordinate GB , MN agli 
assi AD , RQ. 

E poiché il quadrato del? ipotenusa CG nel triati* 
gelo rettangolo GBC è uguale a^ quadrati de^ cateti BC 
e BG , e per la stessa ragione CM* è anche uguale a 
CN* con MN"" ; sarà la somma de* quadrati di QG e di 
CM uguale alla somma de* quattro quadrati di BC 5 di 
BG , di CN , e di NM^ Intanto si surroghino a CG* 9 
ed NM' i Tettangoli RNQ , ABD loro uguali rispetti- 
♦ 148. vamente* : sarà CG* con CM' uguale alle seguenti graB- 
• 5. II. dezze BC% RNQ, CN% ed ABD, o finalmente* ad AC* 
con CQ* (intendendosi unite insieme la prima di quel- 
le quattro grandezze con la quarta , e là seconda colla 
terza ). Or essendo il quadrato di CG col quadrato 
dì CM uguale al quadrato di AC cól quadrato di CQ ; 
prendendo i loro quadrupli , saranno i due quadrati 
de* diametri conjugati GL , PM uguali a* quadrati de^ 

gli assi AD , RQ. e. B. D. 

$» i5i. Cor. 1. Congiungendo con una retta gli 
estremi di due qualunque semidiametri conjugati di un* 
ellisse viensi a formare uu triangolo di una costante 
aja: cioè uguale a quella di un triangolo rettangolo, 
die ha per cateti il semiasse maggiore , e *1 minore di 
Vd curva. 
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5. iSa. Cor. 11. E se que'due semidiametri com- 
pongansi ad angolo retta , V ipotenusa di questo nuovo 
triangolo sarà di una costante grandezza , dovendo 
sempre pareggiar quella dell* anzidetto triangolo ret- 
tangolo. Or questo geometrico paradòsso , cBe vi ha 
luogo benanche per due diametri conjugati , è un prin- 
cipio di risoluzione del seguente Problema , e di tan- 
te altre ricerche affini. 

PROPOSIZIONE XIV. 

\ 

T E a R B X À. 

5. i5.i. Dati di grandézza^ e di posizione i due fiS' 4^< 
semidiametri conjugati GB, 6K. di un^ ellisse ^ determi- 
nome i semiassi conjugati.' 

Soluta Dal punta- 6 si elevi al semidiametro GB 
h perpendicolare GA uguale alI\aliro semidiametro 
GK: ed unita la BA si descriva col diamesto BA il 
semicerchio AGB : e sulle rette BA^ e BG si abbassi- 
Bo le perpendicoli GO, KH- da' punti G e K« Inoltre 
n prenda nella GO la parte ('') OE, che stia ad essa» 
GO , come il cateto KH air ipotenusa- KG del trian- 
golo rettangolo GHK. E finalmente per lo punto E 
si distenda la EC parallela alla AB , e si* congiungaa 
gli estremi di questa retta con uno deg? incontri del 
semicerchio e della EC. Le congiunte AC, BC saran^ 
no i semiassi addimandatii 



! ■ « I 



(*) E dà ciò può conoscersi ^ che in ^csto Problema nou tit- 
iri il ca^ impossibilr. 



Si coTTìpi'a il parallelogrammo ET. E polche per 
CQpstruzione sta KH a KG , o alla sua uguale AG , 
come la OE o la CT alla GO, ^arà .permutando HK: 
CT :: AG: GO r. AB: BG pe' triangoli simili AGO, 
ABG. E sarà quindi il rettangolo di KH in BG ugua« 
Je air altro d! CT in AB , o di AC in BC , essendo 
AB:. AC :: BC : CT, pe' triangoli simili BAG , BCT. 
Vale a dire il rettangolo delle due rette AC , e BC è 
quanto il parallelogrammo , cbe compi esi da 'due semi^ 
dia tri conjugati GB , GK. Ma la somma de' quadrati 
delle AC , e BC ne uguaglia la somma de'quadrati de' 
detti semidiametri , essendo si T una , che V altra ugua- 
le ad AB* per la natura del cerchio AGB. Dunque le 
* i5s. ^^ 9 ^E saranno i richiesti semiassi*^. 

5. 154. Cor, 1. Protraggasi la retta AG, sinché 

ne incontri in F la BF tangente del semicerchio in B» 

Saranno continuamente proporzionali le tre rette AG,. 

• '^ yi, GB, GF'^. Dunque la GF sarà il semiparametro del 

• i4a. semidiametro AG nella detta ellisse"^* 

$. i55. Cor. 11. E se la stessa AG sia il semias- 
se minore della proposta ellisse , e V altra AC il mag^ 
giore^ Parco GC sarà il luogo, ove terminano le ap- 
plicate , che ne dinotano le lunghezze di tutti 1 sem^r 
diametri di questa curva. E si conoscerà chiaraniientfe 
esser la GF la massima di coteste intercctte , e la CD 
la minima. 

5. i56. Cor. 111. Dunque nelV ellisse il massimo 
parametro è quello , che alV asse minore si conviene : e 
r asse maggiore avrà poi il minimo parametro , che pa^ 
rametro principale suol chiamarsi. 

J. iSy. Cor. IV. Dal punto A conducasi la corda 
AQ al puuto medio del semicerchio AQB ; questa ret- 
ta dovrà dinotare quel semidiametro della proposta el- 
lisse , il quale ne pareggi il suo conjugato , e con eie 
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benanche il «uo semlparaxnetro. El, quindi il quadrato 
di ciascuna semiordinaia a questo diametro sarà uguale 
al retinngolo delle ascisse d^amendue i vertici di esso"^. * i4«. 

5. i58. Scoi, Con queste geometriche guide si 
potrebbono con pari agevolezza risolvere i seguenti 
Problemi. Dato V asse maggiore , el minore di urC eU 
lisse y determinarne la magnitudine di due semidiametri 
coniugati y che vi comprendano un angolo dato» O de^* 
terminarne la loro vicendevole magnitudine * e posizione 
dalV esser dato V angolo , onde uno di essi inclinasi a 
qué" dati assi. Dati gli assi della detta curva , e la ma^ 
gnitudine di un semidiametro di essuy ritrovare la gran^ 
dezza , e la posizione del suo conjugato ec. Un giova- 
ne , che s' instituisce in questi Elementi , potrà dal 
Trattato Analitico delle curve coniche (^) rilevarne le 
varie ricerche , che si posson fare in questo argomen- 
to , e le diverse difficolta , che vi s' incontrano • Ed 
ei , se attentamente il contempli , potrà intenderne la 
ragione , perchè mai in questo corso geometrico , ed 
ìi;i quel? altro analitico abbiansi dovuto impiegare arti- 
fizj diversi , e quasi incomunicabili fra loro nel conse- 
guirai le medesime verità con eleganza . Ma nella Teo«- 
ria de' diametri^ conjugati delle Iperboli ei vi scorgerà 
un maggior divario ne* ripieghi euristici^ e dimostrati- 
vi , che vi si dovran praticare. 

5. 159. Def. VI. Se da un punto di un'ellis- 
se conducansi due rette , I' una perpendicolare alla tan- 
gente di questa curva in quel punto , e V altra per- 
pendicolare ad un di lei asse; la parte di questo asse 
che ne troncano quelle due rette, si dirà 2a sunno r^ 
mah corrispondente al detto punto. 



(*) Stampato ^u in Napoli nett' anno 1824. 
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jfc. 35. ^^^ ^^ intendere , sia la retta NH perpendicola- 

re alla tangente NP dell^ ellisse AND nel contatto^ N , e 
r altra NM si cali dal punto N perpendicolare alla 
DA , ch^ è uno degli assi conjugati della detta ellisse ; 
la parte MH di cotesto asse troncatane da quelle due 
rette sarà la sunnormale corrispondente al proposta 
punto N. 

PROPOSIZIONE XV- 

T £ O R B K À* 

5. 160. NelT ellisse AQD la sunnormale MH std 
md MC ascissa dal centro , coni* è AO parametro delP 

asse AD al medesimo asse» 

• 

Dim. Si prolunghi Tasse AD, finché y^ incontri 
la tangente NP in P. Sarà per lo triangolo rettangola 
PNH il quadrato di NM uguale al rettangolo PAfH. 
Ma per là sottangente PM il rettangolo AMD è ugna* 
le al? altro PMC. Dunque sarà NM^: AMD :: PMHr 
PMC. Or di queste due ragioni la prima é uguale 
** 199. a quella di AO ad AD*^, e la seconda è quanto queff 
altra di MH ad MG. Dunque sarà MH: MG :;. AO^ 
AD. C.B.D. 
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fiSLLE TàVCÉNTI , E DELLE SlftUTTI DELL^ ElLISSS- 



1 
I 
I 



PROPOSIZIONE XVI- 



TEOREMA, 



5. 16 1. Dato il punto B. fuori T ellisse AMD , ti- fig. 4^. 
rarle da esso una tangente» 

Costruz. Si unisca il centro della figura col dato 
punto R , e si ritroyì la CN terza proporzionale dopo 
le due CR , e CA. Per N distendasi la retta Mm pa- 
rallela alla tangente dell' ellisse in A : e si uniscano le 
Inette RM , Rm ; queste congiunte saranno h tangenti 
condotte dal punto dato alla sottoposta ellisse. 

La dimostrazione è chiara dalla Prop. a., e dallo 
Scoi. 1, Prop. 8. 

5. 162. Cor, La retta CR, che unisce il centro 
dell* ellisse col concorso di due tangenti , dovrà divide- 
re per metà la CQrda distesavi pe' contatti. ^ 
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PROPOSIZIONE XVIL 

TEOREMA. 

^eil. S- ^6^- *^^ '^ ^"<^ ^^''^ FH , e QA (fczr eZZm^ QHF 
^' incontrino dentro di tal cursfa , o yaor/ ci/ ei^a \ i rettan, 
goli FKH, QKA decloro segmenti saranno come i qua-- 
drati delle due tangenti ME, NE parallele ad esse corde. 

Dim. S' intendano le tangenti , e le corde prodot** 
te insin che incontrino in6,Z,P,eTi semidia- 
metri CN , CM tirati pe' contatti. E poi per H ed A, 
I ove le seganti tagliano 1à curva, si distendano le SHR, 

ed AL parallele alle tangenti NE , ME. Sarà il trian* 
*ii8. golo PSH uguale al corrispondente quadrilineo NSRZ*: 
sicché ponendo loro di comune il sottoposto triangolo 
SCR , dovrà risultarne il trapezio PHRC uguale «ì 
triangolo NCZ. E dimostrando in simtl modo esseìr^ 
altro trapezio LATG uguale allo stesso triangolo NCZS^ 
dovranno i due trapezj PHRC, LATC èsser uguali tra 
loro. Laonde prendendo la differenza di questi trape- 
zj dal comun trapezio PKTC , ne rimarrà il trapezio 
HKTR uguale all'altro PKAL. 

Ciò premesso , i triangoli simili DHR , DKT soa 
come i quadrati decloro lati omologhi DH, DK: dun- 
que sarà la differenza de' triangoli , cioè il trapezio 
HKTR al triangolo DKT , come la differenza de'qua« . 
drati di DH , e di DK , vai quanto dire il rettangole 
FKH, al quadrato di DK. Ma per la simiglianza) de* 
* triangoli DKT , MEZ sta DKT : MEZ :: DK* : ME'. 
Dunque le tre grandezze HKTR , DKT , MEZ sono in 
ordinata razione colle altre FKH , DK» , ME* : onde 
sarà ear aequo HKTR : MEZ :: FKH : M^^ 
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In simll guisa dimostrasi ^ die il trapezio PKAL 
serbi al triangolo GNE la medesimi ragione del ret- 
tangolo QXA al quadrato di N?]. Per la qual cosa es- 
sendo le due. ragioni di HKTR ad MEZ , e di PKAL 
a GNE uguali tra loro , perciocché il trapezio è ugua- 
le al trapezio ^ e '1 triangolo al triangolo; dovr«i ezian- 
dio il rettangolo FHK serbare al quadrato di ME la 
stessa ragione , che ha il rettangolo QS.A al quadrato 
di NE. Onde permutando dovrà essere FKH : QKA:: 
ME* : NE^. C. B. D. 

§. if>4. Cor, 1. S.^ due corde di un'ellisse s' in- 
terseghino nel centro della figura ( nel qual caso cia- 
scuna di esse n* è un diametro ) ; i rettangoli de' loro 
respettivi segmenti , cioè i quadrati di cotesti semidia- 
metri saranno proporzionali a' quadrati delie tangenti 
parallele ad esse corde. 

§. i65. Cor. 11. Val quanto dire , le due fangen^ 
ii menate da un medesimo punto ad un" ellisse non sono 
tenere uguali fra loro > come avverasi nel cerchio , ma 
nella ragione de"* diametri ad esse paralleli. 

J. i66» Cor, 111. Inoltre se una corda dell' ellis- 
se uè seghi due- ordinate di un qualunque di lei dia- 
metro ; i rettangoli de' segmenti di queste ordinate sa- 
ran proporzionali a' rettangoli de' corrispondenti seg- 
menti di quella corda. Sulla qual cosa leggansi i Co* 
roll. 1. e 2, Prop. xii. Parab. 

§. 167. Cor, IV. Se dal triangolo P3H , e dal 
quadrilineo NSRZ si tolga il comun trapezio NSHO , 
dovrà rimanervi il triangolo PNO uguale all'altro Irapc- jig, ^$, 
aio HOZ R. Onde potrà con chiudersi , come qui sppra, 
esserne HOZR : MEZ :: FOH : ME*. Ma il triangolo 
PNO sta al suo simile GNE, come NO^ ad NE*. Dun- 
que sarà FOII: ME*:: NO*: NE\ E permutando il 
rettangolo FOH e '1 quadrato dì NO , sarau come i 
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quadrati delle tangenti ME , NE , o de' diametri ad 
esse paralleli. 

5. 168. Cor, y. Cioè se da un punto cotiducansi 
ad un* ellisse una tangente ed una segante : il rettango* 
lo delV intera segante nella sua parte esterna , e l qua^ 
drato della tangente saranno come i quadrati de^diamc 
tri , che sono paralleli ad esse rette, 

5. 169. Scoi, I. Un cerchio non può segare in qnatr 
tro punti un' ellisse. E se una di coleste due curve ne 
seghi r altra in due punti , può benanche toccarla in 
uà altro , senza che più la incontri. Or queste cose , 
ed altre di simile argomento si possono colla luce de* 
principj preposti raccorre per quelle vie , eh' io nella 
parabola segnai. nel §. 67. E nel seguente libro dimo- 
strerò generalmente in quanti punti si possan segare dat 
curve coniche : e quanti punti si richieggano y ed in 
qual posizione , sicché per essi potrem descrivere una 
parabola , un' ellisse , o un' iperbole. 
/^. 40. S- 170. Scoi, 2. Se le due corde NO, FT dell' 

ellisse ABDE , le quali s' interseghino in P , sieno pa- 
rallele a' diametri conjugati BE , AD di essa curva ; I* 
addotta dimostrazione non potrà confarsi a questo ca- 
so , • gioverà modificarla nel seguente modo. Dal pun- 
to P delle loro intersezioni si tiri comunque la segajf 
te QPft , e per lo centro C le si distenda la paralle- 
la LF. Sarà il rettangolo NPO all' altro QPR , come 
BE' ad FL^ Ma per la medesima ragione è anche 
QPR : FPT :: FL' : AD*. Dunque sarà ex aequo NPO : 
FPT :: BE* : AD\ 
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PROPOSIZIONE xym. 

^ S O R E M A. 

5. ì'ji. Se da un punto À conducansi alV ellisse fig* 24. 
GNE le due tangenti AB , AC , ed una qualunque se- 
gate ADE , questa segante sarà divisa armonicamente 
da una tal curva , e dalla retta frcC contatti. 

Le dimostrazioni di questo Teorema , e de^ dna 
seguenti sono identiche a quelle delle Prop. 16 , ^ 7 > . 
« 18. della Parabola. 

5. 17Q. Cor, Qui anche si "verifica esserne divisa 
armonicamente la retta ESV, la qual si conduce dall' 
estremo E della segante AE al punto medio S della 
BC tra' contatti , e poi si distende insino alla retta AV 
pi^rallela alla BC. 

PROPOSIZIONE XIX. 

T B O R E M A. 

5. 173. Se dal punto R cadano sulV ellisse BFATyS^. a5. 
le due tangenti RF, RG, e Z<r due seganti RB^ RT; 
« poi si tiri la retta FG fra* contatti j e le altre due 
A V , BT per le sezioni, superiori y e per le inferiori re- 
spettiuamente 5 queste tre rette o saranno fra loro pa^ 
ralleU , o dovran concorrere ad uno stesso punto. 

Vcd. Prop. 17. Parala 
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PROPOSIZIONE XX. 

TEORÈMA. 

Jf^. 36. S- *74' '^^ ^^ ^^ qualunque punto K preso enfrt> 

T ellisse ABS si distenda come ne piaccia la cords 
AS , e pe^ suoi estremi le tangenti AV , ed SV ad essa 
cun>a j // concorso delle dette tangenti doserà allogarsi 
in una mlta data di posizione, > 

Dìm. La retta , che con giunge il centro C dell' el- 
lisse SBD col proposto punto K , si protragga fuori U 
curva , sinché la GÈ sia terza proporzionale dopo la 
congiunta GK , e '1 semidiametro GF. E poi per E si 
distenda la EV parallela aìla tangente ilcll' ellisse in F. 
Cotesta parallela sarà quella retta data di posizione. JL^ 
che può dimostrarsi come nella Parabola Prop. 18* 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA. 

5. 175. Se dagli estremi K^ e D di un qualunque 
diamelto AD dell ellisse AMD s' tirino ad essa curva 
le tangenii AQ , DS , che ovunque ne incontrino una 
tangente laterale SQ ; il rettangolo delle tangeuti sfer- 
iicali DS, AQ sarà stmpre uguale al quadrato di CB^ 
semidiametro conjugato di AD. 



A- 49- 



Dim. Dal contatto M si tirino a' semidiametri con- 
iugati CA , CIB le seniiordinate MN, ML , e si disten- 
da la tanpfpute laterale SQ , finché convenga in R col 
diamcli'o DA. Sui-aiiao continuamente proporzionali le 
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tre rette CN, CA , CR*, onde il quadrato della media • 1344 
CA dovrà pareggiare il rettangolo deirestreme CN, CR. 
Dunque la differenza dei quadrato dì CA dal quadrato 
di CR dovrà uguagliare la differenza del rettangolo 
RCN dallo stesso quadrato di CR ; cioè il rettangolo 
DRA* sarà uguale all'altro CRN*. E quindi starà RD: ! l[ S* 
RC :: RN : RA. Ma le rette DS , CT , NM , AQ , a 
cagion de' triangoli simili DRS, CRT , NRM , ARQ , 
son proporzionali alle RD , RC , RN , RA. Dunque 
sarà ancora DS : CT :: NM : AQ; e quindi il rettan- 
golo di DS in AQ sarà uguale a quello di CT in NM, 
o in CL , cioè al quadrato di CB, per e^ser continua- 
mente proporzionali le tre rette CL, CB , CT*. * 134. 
C. B.D. 

5. 176. Scoi, Di questo princìpio sì valse il som- 
mo Newton per descrivere una curva conica , cui fos- 
ser tangenti cinque rette date di posizione. 

PROPOSIZIONE XXIL 

TEOREMI. 

S' ^77- ^oste le medesime cose della Prop. prec» ^ fis* 49- 
il rettangolo SMQ delle parti delU tangente laterale , 
che restano fra il contatto e le tangenti verticali^ ade- 
gua il quadrato del semidiametro CG parallelo ad essa 
tangente laterale. 

Ed alV istcsso quadrato di CG V è pure uguale il 
rettangolo TMR delle parti della t ingente laterale^ che < 
sono tra 7 contatto , e gì' incontri de' detti semidiame- 
tri conjugati CA , CB. 

Dim. Part. I. Le due ragioni dì DS ad SM , e di 
AQ a QM sono uguali fra loro , perchè uguali a quel- 
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* i65. ]a di CB a CG*. Dunque la ragion , ch^ emerge dalla 

loro composizione , sarà duplicata di una di esse , o 
duplicata di quella di CB a CG : cioè a dire stari 
DS X AQ : SM X MQ :: CB^ ; CG^ Ma si è qui 
sopra mostrato il rettangolo di DS in AQ uguale al 
quadrato di CB : dunque all'altro quadrato di CG do- 
yià esser uguale il rettangolo di SM in MQ. 

Part. JL Inoltre il rettangolo RMT sta all' altro 
QMS in ragion composta di BM ad MQ , e di MT ad 
MS : ma di queste due componenti la prima è uguale 
a quella di RN ad NA, e la seconda ne pareggia que- 
sr altra di NC ad ]\D. Dunque il rettangolo RMT sta- 
rà air altro QMS in ragion composta di RN ad NA , 
e di NC , ad ND , vale a dire quelle due grandezze 
saran come il rettangolo di RN in NC all'altro di NA 

* i35. in ND . Or questi sono uguali fra loro* : dunque sari 

il rettangolo RMT uguale all'altro QMS, o a C6^ 

C. B. D. 
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GAP- iV. 

De' Fuochi dell* Ellisse* 



5. 178. Def. VII. \ fuochi di un'ellisse son que' 
due punti dell'asse maggiore di una tal figura, ove 
ciascun" ordinata , che yi si conduce , è quanto il pa- 
rametro principale. 

5. 179. Scoi, Il semiasse maggiore di un'ellisse, 
U minore , e *I semiparametro principale sono tre ret- 
te continuamente proporzionali , per esser tali i loro 
doppj. Dunque la terza di quelle grandezze sarà mi- 
nore della prima. E quindi se nella CQ, semiasse onr fy^ 5»^ 
nore dell' ellisse AQB , tolgasi dal centro C la C6 
Uguale al semiparametro principale*, e per G poi si 
distenda la N6M parallela all' asse maggiore AB , tal 
retta dovrà incontrar V ellisse ne' due punti M , ed 
N: e le perpendicolari MF, NV, che da questi punti 
si calino sul detto asse , ne segneranno i due fuochi 
F , ed V. Lo che serve a mostrarne la possibilità del 
definito , e '1 modo ancora di ottenerlo. 

$. i8o. Cor. I fuochi dell' ellisse serbano ugual 
distanza dal centro di una tal curva. 

§, 181. Def. vili. JJ* eccentricità di un'ellisse è la 
distanza dei centro di una tal figura da ciascun fuoco 
di essa curva. Cioè a dire ella n'è dinotata dalla retta 
FC , o dall' altra VC. 

Ed un' ellisse si dirà pia , o meno eccentrica , se- 
condochè sia maggiore, o minore il rapporto dell' ec- 
centricità al semiasse. L' ellissi^ poco eccentriche son 
finitime a' cerchi : e le molto eccentriche so^ come 
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due paraLole uguali , che si riguardino colle conca- 
vita loro , ed abbiano per diritto i loro assi assai 
lutj^bi. 

^. iS*^. Scoi. Le definizioni de^ due punti di 5l^ 
hlimiià dell' ellisse , delle due linee di sublimità , e d^ 
rami so» quelle stesse ^ che io recai nel P. Libro al 
Capo de' fuochi della Parabola. 

PROPOSIZIONE xxni. 

TEOREMA. 

fis* ^®» S- ^S^' ^^ ^^^^^ f P » ^^^ unisce il fuoco P JeZr 

ellisse APB co/i «n esiremo P É^c?Zr awe minore PQ , i 
uguale al semiasse maggiore AC. JE* c/ò conduce a rilro^ 
varne agevolmente i fuochi. 

E V eccentricità CF /i' ^ media proporzionale tra il 
semiasse m iggiore AC , e la differenza di esso dal sC'^ 
mipcirametro principale. 

Dim. Pari. I. Essendo per le verità precedenti le tre 
rette AB, PQ, AL conlinuamente proporzionali , anche 
tali dovran essere le metà loro AC , CP , FM. E 
perciò Faià AC* : CP' :: CP* : FM^. Ma la prima 
• 140. di queste ragioni* è quanto quella del rctti^ngolo AFB 
al quadrato di FM : dunque sarà AFB : FM* :: CP*> : 
FM* , e quindi AFB uguali a CP*. Agiriuniransi di 
comune CF* alle grandezze uguali AFB, e CP*; do- 
vrà emergerne AC^ uguale ad FP* , è quindi AC u- 
guale ad FP. Per la qual cosa , se prendasi per cen- 
tro un estremo dell' asse minore e per intervallo il 
semiasse maggiore della detta ellisse , il cerchio , che 
si descrive , ne segnerà ueir asse i dae fuochi di una 
tal curva. 



. i* . .■- 
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Pari, IL Prendasi uella FP la parte PE uguale 
al semiparametro principale ^ cioè alla FM , e si uni- 
sca la CE. Saranno continuamente proporzionali le 
ire rette PF , PC, PE*. Con che, essendo PF : PC:: ♦ i^a. 
PC : PE , i due triangoli FCP , CPE , ch« han pro- 
porzionali i Iati intorno al comune angolo CPF , avran- 
no uguali gli altri due angoli PCF , CEP* : onde • 6. VI. 
convien , che T angolo CEP sia retto al par dell'altro 
PCF, e che stia PF : FC :: FC : FÉ. Cioè a dire 
r eccentricità CF dee essere media proporzionale tra *1 
semiasse PF , e la FÉ differenza di esso e del semi- 
parametro principale. C.B.D. 

5. 184. Cor» I. Jl quadralo del semiasse minore 
di un* ellisse è uguale al rettangolo delle parli delVasse 
segnatevi, da ciascun fuoco. E 7 quadrato dell eccen- 
tricità della detta curva n è la diffiirema de" quadrati 
del semiasse maggiore , e del minore. 

§, i85. Cor, II. Per esser continuamente propor- 
zionali le tre rette CA, CP, FM, 11' è CA^ : CP^ :r 
CA : FM :: AB : AL. Ma nella ragione di AB ad 
AL sta una qualunque ascissa CO , presa dal centro 
deir ellisse , alla sua corrispondente sunnormale DO*, • 160. 
intendendosi praticato quel che si è detto nella definizio- 
ne VI. Dunque sarà CA* : CP^ :: CO : DO , e con- 
-vértendo* CA* a CF% come CO a CD , o come il • i»^. 
rettangolo KCO all' altro KCD. Ed essendo CA* u- 
£uale a KCO*, sarà anche CF* uguale a KCD. • 134. 
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PROPOSIZIONE XXIV. 



TEOREMA. 



jig, 5i. $. 186. Se da fuochi F ed \ delV ellisse RMS 

conducansl le due rette FM , VM ad un medesimo puni- 
to M del perimetro di essa ; questi due rami dovranno 
esserne ugualmente inclinati alla tangente della detta 
cur^a in quel punto. Cioè V angolo FMP sarà uguale 
alV altro VME. 

Dim. Da' fuochi* )F ed V si abbassino le per- 
pendicolari FL ed VG alla tangente EP , cui si tiri 
dal punto M la perpendicolare MO. Sarà VO : FO :: 
MG : ML, per lo parallelismo delle tre rette FL , OM, 
VG- E poiché qui sopra si e dimostrato essere il qua- 
drato di CF "Uguale al rettangolo di CP in CO , dee 
stare CO : CF :: CF : CP . Dunque prendendo h 
somma degli antecedenti alla somma de' conseguenti , 
iQ yi, come la differenza di quelli alla differenza di questi*, 
avrassi VO : VP :: OF : FP , e permutando VO : 
OF :: VP : FP. Ma la prima di queste due ragioni 
sì è mostrata uguale a quella di MG ad ML : e la 
seconda pe' triangoli simili VPG , FPL ne uguaglia 
quest' altra di VG ad FL. Dunque sarà MG : ML :: 
VG : FL 5 ed i due triangoli VMG , FML , che han 
le condizioni della settima del VP degli Elemen- 
ti , dovranno avere uguali gli anjgoli VMG , FML. 
C. B. D. C). 



(*) La teoria de' fuochi , che rileyasi nelle curye còniche dalla 
loro genesi per sezione, suol esserne difficoltosat Ma ella non pcrtan- 
ta qui vedesi a prò de' giovanetti agevolata* 



5. 187. Cor. i. Pe 1 fuoco V si meni la VF pa« 
rallela al >*amo FM , che procede dall' altro fuoco F; 
^arà l'angolo interuo MEV di coleste parallele uguaW 
air esterno FMP , o al suo uguale VME. Laonde il 
triangolo MVE sarà isoscele , e la detta perpendicolare 
VG dovrà dividerne per metà la base ME. Inoltre , 
con ducendo per lo centro C la tCr parallela alla tan- 
gente PM distesavi per T estremo di quel ramo , an- 
che il triangolo /Mr dee essere isoscele , essendo tra 
se uguali gli angoli in r , e / al p«r de' loro respetti- 
vi alterL|^ME , ^MP. 

$. icD. Cof* II. Si unisca la retta CG \ saranno 
tra se uguali non meno le rette EG e GM , come si 
è detto nel preced. Coroll. , che le altre VC e CF. 
Dunque la retta CG dovrà esser parallela alle due 
YM, ed VE. 

§t 189. Cor. Cioè se da un fuoco di un" ellisse si 
meni la perpendicolare ad una di lei tangente , e poi si 
unisca il centro della figura col punto di una tal inci^ 
denzà ; coiesta retta dovrà esser parallela al ramo tira- 
to al contatto dalV altro fuoco. 

§* 190» Cor. IV. E viceversa: sedai centro delVel* 
lisse conducasi la parallela ai ramo che passa per lo 
contatto 9 e poi si unisca V altro fuoco col concorso 
della parallela , e della tangente ^ cotesta congiungente 
dovrà essere perpendicolare alla tangente suddetta* 
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PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA. 

/^. Sa. 5. igi. Poste le medesime cose del Teorema prc 

cedente , il reUangolo de' rami VM , ed MF condotti 
ad uno' stesso punto delV ellisse , è uguale al (juadrato 
del semidiametro CB conjugaio a quello 9 che passa pe H 
detto punto. 

Dim. I semiassi conjugati CA , CT della proposta 
ellisse protaggansi insino alla tangente QM di essa 
curva. Inoltre si meni la CL parallela al ramo VM, e 
si unisca la FL. Sarà la congiunta FL perpendicolare 

♦ 190. alla tangente LM*. 

Ciò posto i due triangoli rettangoli FLG , QCG 
avendo di comune T angolo acuto C sono equiangoli: 
onde dovrà esserne GF : GQ :: GL : GC. Ma V è 
J301 GL : GC :: GM : GV , per esser cimili i due 
triangoli CGL , VGM. Dunque sarà GF : GQ :! GM 
GV. Il perchè avendo i due altri triangoli GMV , GQF 
le condizioni della sesta del IV^. degli Elementi, avrafi 
pure uguali gli angoli GVM , GQF. Ma son poi ugua- 

* 186* li gli angoli GMV , QMF* : dunque i du« triangoli 

GVM , FQM saranno altresì equiangoli , e simili. Si(;- 
chc dovendo esser GM : MV :: MF : MQ , sarà il 
rettangolo delle medie VM , ed MF uguale a quello 
deir estreme GjM , ed MQ , cioè al quadrato dì 

• ,,7. CB*. C.B.D. 



\ 
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PROPOSIZIONE XXVL 

TEOREMI. 

5. 1^1. Se da' fuochi Y ed F ddV ellisse AMSfig.52. 
Qonducansi ad un medesimo punto M del perimetro di 
essa curva le due rette YM ed MF ] la somma di que'^ 
sti due rami sarà uguale alV asse maggiore AS« 

Dim. Il quadrato delle due VM ed MF conside- 
rate come una sola retta é uguale alla somma de' qua- , 
drati di VM \ ed MF una col doppio rettangolo di 
"VM in MF*. Dunqu' ci sarà uguale alla somma di aCF' . • 4. II. 
e di aCM (*) con 2CB* '• Ma la somma de' quadrati de' • ,gj. 
semiassi conjugati CM e CB è uguale alla somma de* 
quadrati de' semiassi conjugati CT , e CA. Dunque sarà 
il quadrato delle due YM , ed MF come una sola retta 
uguale a aCF* con aCT* con aCA^, cioè a aCS* con aCA^: 
essendo comebo quassù dimostrato CF* con CT* uguale^ • igs. 
a GS*. £ quindi quel quadrato delle due VM ed MF 
sarà uguale a 4^! A* : e la somma di essi rami VM , ed 
MP doyrd pareggiare aCA ^ o Tasse maggiore AS. C.B.D. 

5. 193. Cor. i. Sieno le VE, e CG paraUele *lj^. 5i, 
ramo FM 5 saran queste tre rette equidifferenti , co- 
me il sono le loro analoghe PV , PC>, PF. Dunque 
la media CG sarà suddupla dell' estreme FM ed VE , 
o delle FM ed MV"^. Cioè CG sarà uguale a CR. * 187. 

E per lo pararallelogrammo M^CG sarà CG uguale ad 
M/ , o ad Mr. 



C) Vtdi U Kola aUa Prop. XIU. JQem. II, 
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5. 19^. Cor. 11. Cioè se per lo centro di uìCéllU^ 
$e si tiri la parallela ad una di lei tangente , ed ella 
poi si distenda , fiuchè ne incontri i rami menati al con" 
tatto ; le parti di questi rami , che la detta parallela 
ne tronca verso il contatto , daranno respettivamentt 
uguali al semiasse maggiore. 

5* 19^* Cor. 111. Ed al medesimo semiasse mag- 
giore sarà uguale la retta , che dal centro dell* ellisse 
conducesi parallela ad un ramo y e si estende insino 
'alla tangente tirata alV ellisse dalV estremo di esso* 

PROPOSIZIONE xxvn. 

TE O R E X ▲• 

/^* ^* 5- iQ^* ^^ ^d un qualunque punto M deW ellisse 

BMR eonducansi il ramo FM , e la nornmle MN j e 
dal punto N , ove la normale ne incontra Passe , si ab- 
bassi Za NE perpendicolare al detto ramo^ la parte ME, 
ehe da questo quella ne trofica verso la curva , sarà 
uguale al semiparametro principale (*)• 

Dim. Si ordini all' asse la retta ML , e dal centra 
dell'ellisse eonducansi le tre rette CG, CP , CS re- 
spettivamente parallele alle altre tre MN , ML , ME. 
Ed essendo le due MN ed ME parallele alle altre C6 
e CS , r angolo NME compreso dalle due prime di 
queste quattro rette sarà uguale all' angolo GGS , che 
contiensi dalle altre due. Imperocché prodotta la MN, 



(*) La perpendicolare , che si eleva alla tangente di una carva 
dal contatto , e vi si protrae insiiio all'asse , suol chiamarsi la iior» 
mmle di «tta curva in quel punto : come ti é detto uel Lem. 3. 
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finche ne incontri la SC in V, sarebbe T angolo NME 
Uguale ad MVS alterno delle parallele ME , SC , e lo 
stesso MVS uguale a GC S estemo delle altre paralle- 
le MN , CG. E quindi i due triangoli NEM , CGS , 
elle son rettangoli in E , ed in G , avendo uguali 
Quegli angoli acuti NME , GCS saranno equiangoli , e 
simili* E gli altri due tnang9li CGP , NLM rettango- 
li in G ed L, che han pure uguali gli angoli acuti '' 
MML, GCP, per esser le due rette CG , e CP paral- 
lele alle altre MN ed ML , dovranno esser benanche 
simili fra loro. 

Intanto dalla somiglianza de' due triangoli KEM , 
CGS comprendesi dover essere ME: MN :: CG : CS; 
e per la similitudine degli altri due NLM , CGP dee 
stare MN : ML :: CP : CG. Dunque per ugualianza 
perturbata dovrà essere ME : ML :: CP : CS , e quindi 
il rettangolo di ME in CS sarà uguale al rettangolo di 
ML , o della sua uguale Ci in CP. Ma questo rettan- 
golo è uguale al quadrato del semiasse conjugato CR"^, * i34« 
o al rettangolo del semiasse maggiore CB nel semipa- 
rametro principale^. Dunque anche il rettangolo di CS * 189, 
in ME sarà uguale al rettangolo di CB nel sem^para- 
metro principale. E quindi essendo la CS uguale alla 
CB semiasse maggiore*, anche la ME dovrà uguagliar^ * 195, 
il semiparametro principale. C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XXVIII. 

TEOREMA. 

/^. 54. 5. 197, Se da' fuochi F ed Y delV ellisse MBR si 

abbassino le perpendicolari FL ei VD od una qualwi* 
(jue di lei tangente DP , il rettangolo di queste perpen^ 
dicolari sarà sempre uguale al quadrato del semiasse 
minore CR. 

JE' 7 rettangolo de"* rami FM ed MV tirati al coifJ* 
tatto M serberà al quadrato della normale MN la co- 
stante raghne deW asse maggiore al parametro di esso 4 

Dim. Part. /. Si uniscano le rette CL , CD , ^ 
poi la CL si potragga , fincliè ne incontri la DV 
in T : saranno le rette CL e CD respetti vamentc 

•1931. iiguali. alle CB e Ci*. Di più avendo i due trian- 
goli equiangoli FCL , ed VCT uguali i latf CF , CV 
dovranno avere gli altri lati CL ed FL respetti vamen- 
te uguali a' lati CT e TV. Dunque un cerchio , che 
si descriva col centro C intervallo CB , dovrà pa^sare^ 
pc' punti L , D , A , T. 

Ciò supposto il rettangolo di FL in VD è lo stesso y 

che r altro di TV in VD. Dunque siccome -questo 

•35. III. rettangolo è uguale a quello di VA in VB"" , cioè a dire 

* »84' al quadrato di CR : cosi il reltan^o delie perpendi- 
colari FL , ed VD dovrà essere uguale al quadrato del 
semiasse minore CR. 

Part, II, Si cali la NE perpendicolare al ramo 
FM \ sarà ( come si è «dimostrato nel Teor. prcc* ) 
l'angolo FML uguale all' altro ENM, e quindi il tri- 
angolo N&M rettangolo in E sarà simile al triangolo 
FLM rettangolo in L ^ e (ou ciò aoehe si nule all' altro 



VDM. Or dalla s militudinc de' triangoli FLM, NEM^^'"'^^ 
rilevasi esserne FIM : FL :: NM : ME : e per la 
sìmiglianza de^^li ahri due VDlVl , NEIVI dee stare 
VM: VD :: NIVI : ME. Dunque il rettangolo di FM 
in VM sari al rettangolo di FL in VD , o al quadra- 
to di CR che f;li è uguale , come il quadrato di NM 
al quadrato di ME. Onde sarà permutando FM X MV: 
NM* :: CR»: ME*. Ma sta CR^ ad ME^ come Tasse ^ 
maggiore al suo parametro*; dunque sarà eziandio il ^ w^* 
rettangolo de' rami FM ed MV al quadrato della nor* 
Viale MIV , come T asse maggiore al suo parametro • 
C.B.D. 

5. 198. Caroli . La circonferenza del cerchio circO' 
scritto alV ellisse è il luogo degli esfremi delle perpen," 
dicolari calate da' fuochi di essa curva sulle tangenti 
Iterali f che vi si posson condurre. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

7 B O A B K A. 

5* 199* Neir ellisse il ramo FR i quanto la se* fy* 5S< 
miordinata condotta alV asse pel suo estremo , e distesa 
insitio alla tangente ^ che procede dal punto di sublimi^ 
ià verso lo stesso ramo. Cioè a dire FR é uguale a 
PN. 

E lo stesso ramo FR sta alla perpendicolare RG , 
ehe dal suo estremo si cala sulla DG linea di sublimi» 
ià della curva , come t eccentricità al semiasse. 

♦ 

Dim. Part. /. La tangente DN {ncontrì in S e B 

le tangenti QS , AB tirate all' ellisse dagli e<:tremi dell* 

asse mac^giore ; sarà la ragione di QD a DA uguali^ a 

quella di QS a BA pe' triangoli simili QDS , ADB. 

i3 
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Ma la sles&a ragione di OD a Dà e aiiclie uguale a 

• ly*. quella di QF ad FA*. Dunque sarà QS : AB :: QF ; 

FA , e quindi QSXAB : AB» :: QFxFA : FA'. 
Ma i rettangoli di QS in AB, e di QF in FA sono 
e 184 uguali fra loro*. Dunque sarà pure AB* uguale ad FA*. 
ed AB uguale ad AF. Inoltre il rettangolo di LN i^ 
UN sta al quadrato di NM, come il quadrato di AB, 

* i63. o della sua uguale AF , a quello di BM* : e sta poi 

AF' : BM' :: FP* : NM*. Dunque sarà LNR : NM^ :: 
FP» ; NM« ; e quindi LNR uguale ad FP*. Ed ag- 
giungendo ad essi di comune PR*, sarà PN"" uguale adi 
FR' , e PN uguale ad FR. 

Pari. II. Le rette FR , ed RG sono respettiva- 
mente uguali alle PN , e PD 5 dunque sarà FR: RG :: 
PN: PD. Ma peMriangoli simili PDN , CDI sta PN a 

* 195. PD , come CI , o la sua uguale CA", alla CD : ed é 

♦ 134. CA : CD :: CF : CA*. Dunque starà benanche FR : 

RG :: CF: CA. C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXX. 

T X o R ;b M À. 

^2 5. 200. Se agli estremi de"* rami FR , TVL' condu* 

causi le tangenti RT , KT ^ la retta , che unisce HJiiOf; 
co F coZ concorso T di queste tangenti , divide per me* 
ià V angolo RFK compreso dà*medesimi rami. 

% 

La dimostrazione di questo Teorema è la sìesH 
di quella j clie fu recata alla Prop.. 23. della Para* 
boia. 

5* ^^^* Coroll, In questa curva si possono anche 
dedurre come si è fatto nella Parabola le verità se- 
guenti. I. Cioè se agli estremi di una corda condotta 



per un fuogo delV ellisse si tirino a questa curva due 
tangenti \ il concorso toro sarà allogalo nella linea di 
^sublimità, II. E ad una tal corda dovrà essere perpen- 
dicolare la retta ^ che unisce il detto fuoco col concor* 
so delle medesime tangenti^ 

PROPOSIZIONE XXXI. 

PROBLEMA. 

5. ^oa. Ih un dato piano descrivere con mrrfo or^ 
ganico ur( ellisse^ di cui sien dati amendue i fuochi ^ e 
P asse. 

Sohitr Pireso un filo- flessibile ugiielè in lungiiez*- 
<a al dato* asse , si fermino i suoi estremi a qìie' due 
fufochi \ e poi si applichi al- filo la punta di uno sti<* 
letto , che mantenendolo sempre teso d' accanto a quel 
piatto ne giri intorno a que^ dn*e puntr, ed ìn«em ne 
segni in esso piano un' ovale. Questa sarà 1' ellisse ad- 
^maildata ^ come può conoscersi per la Prop*. a6. 

5- 210 3. Scoi, E volendo descrivere una tal' ellis- 
se con assegnaziott^ di punti, dovremo valcfrci della Prop. 
S9., come vedrassi nel ti*^ttatò dell* Iperbole . Ma par- 
im conveniente all' unità del metodo , che in queste 
Istituzioni ho adottato , il rilevarne dalla sezione del 
eono un' ellisse , di cui sien dati gli assi eonjugati , 
ciò dal seguente. Problema* può- raecorsi. 
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PROPOSIZIONE xxXn. 

/;• S6. J. 9o4- JDo/o sn colio retto , ricavarne un* ellisse , 

<2f cu/ r eccentricità , e 7 semiasse maggiore sieno re- 
spettivamenie uguali alle date rette T ed S. 

Solui. Il taiaDgoIo isoscele FBD sia uno di quelli 
che si traduca per \ asse del dato couo : e dal suo 
Tertice B s* inclini sulla base OF dì esso triangolo 
prodotta verso R la retta BR , la quale stia al iato 
BF del detto triangolo , come la retta S all' altra T. 
Di poi nella BR prendasi la BQ dupla della retta S: 
e condottavi per Q la QP parallela alla BD , ed insili 
che incontri BF, si compia il parallelogrammo ABQP. 
Jo dicOj che distendendo per la PA tm piano per pendii 
colare al triangolo FBD , debba estere la sezione AILB 
r ellisse addimandata. 

Dim. Dal punto medio della PA , e dalP altro II 
si alzino le perpendicolari GK, NM alla medesima PA^ 
€ si distendano insino alla curva APM. E poi dal pun* 
to K si applichi sulla retta PA V altra KV uguale »llt 
PG. Sua il rettangolo di AN in NP all'altro di DN 
in NF in ragion composta di AN ; NO, edi PN : NF. 
Ma la prima di queste due ragioni pe' triangoli fi«* 
znili DNA , DKB é uguale a questa di BR ^ RD. 
Ed è pure per la somiglianza de'triangoli PNF, BFR 
la ragione di PN : NF quanto V altra di BR : RF. 
Dunque , componendo queste nuove ragioni in luogo 
delle già indicate, sarà ANP : DAF :: BR^ : DRF , 
• la cioè per essere DNF uguale ad NM' * , sarà ANP : 

* ;g NiM* ;: BR» : DRF, ovvero' AG^ : GK" :: BR» : DRF. 



E conTertendo quest' analogia ayrem finalmente AG* : 
GV» :: BR« : BF* , e quindi AG ; GV :: BR : BF :: 
S : T ( per Qonstrux ). Mt la retta AG é uguale 
air altra S : dunque sarà benanche GV uguale a T. 
E l'ellisse AKP sarà la richiesta; 

5. ao5. Cor. I. Da un qualunque cono retto può 
sempre in facil modo ricavarsi un ellisse , che abbia 
un* eccentricità data , ed un dato semiasse maggiore o 
xnìnore \ ovver che abbia dati amendue i suoi assi. 
Imperocché un cerchio , che si descrive col centro B « 
« con un intervallo maggiore della BF , dee necessaria- 
mente segarne la retta DF , come V è chiaro dagli E- 
lementi. Onde non vi è il caso impossibile in un tal 
Problema. 

. $• 2o6. Cor* II. E se diansi di posizioQe e di 
lunghezza due diametri conjugati di un* ellisse, potrem 
pure da un qualunque cono retto rilevar questa cuiya t 
poi che si riuvengono per la Prop. decimaquarta i suoi 
assi conjugati , e poi $i pratichi T artifido dei presen- 
te Problema. 
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PROPOSIZIONE xxxm. 

s 

T K O R E M À. 

5. 907. V ellisse sta al rettangolo de^ suoi assi ^ come 
T i un cerchio al qwidrato di un suo diatàeiro. 

/^. 57. Dim. lì* asse maggiore AB dell' ellisse ADBF si 

diivida in un numei^o qualunque di parti uguali , Ctf | 
QI , ec ; e pe' punti delle divisioni si (inno le semior^ 
dinate HQ, IO, ec nel seinicercluo descrìttovi sull'as* 
^ maggiore AB. Sarà il quadrato delP ordiiiata Q9 
nel detto semicircolo uguale al rettangolo AHK: e 
quindi siccome questo rettangolo sta al quadrato di 

I,* io5. KH , come Tasse maggiore al suo parametro* , o come 
BA» a DF* 5 cosi dovrà essere QH* : KH* :: AB* i 
DF* , e con ciò QH : KH :: AB : DF. Or se da' 
punti Q y e K si abbassine le QR , e KL per^endi-" 
colarì alla EC; ; i due rettangoli RQHC , LKHC , che 
sono iscritti nel semi circolo e nella semiellisse , sa<« 
ran fra loro come QH a KH « Dunqu* essi do** 
Tran benanche essere nella ragione dell' asse maggiore 
al minore. E , continuando a questo modo un tal 
discorso , potila concbiudersi ,. che tutti i rettango- 
li iscritti nel semicircolo stiano a tutti i corrisponden- 
ti rettangoli iscritti nella semiellisse , come n* è I* assr 

^r<m.i. maggiore al minore'^. Per la qual cosa, se tanto quel^ 



(^) Ve|. ìm misura del Ctrchig 'ut ùat de} YuU II» ik qoetl» 
Corto. 
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H cbe questi suppongansi terminare nel semicrrcolo e 
nella senueUisse respettivamente y sarA pur vero , che 
stia il semicerchio AQB alla semiellisse AKB, e conciò 
Tintero cerchio AEBG a tutta Tellisse AKBF, come V 
asse maggiore al minore , o come il quadrato deir asso 
maggiore al rettangolo degli assi. E permutando y sarà 
il circolo al quadrato dell' asse maggiore , come T ellis- 
se al rettangolo degli assi. C.B.D* 

5« ^^^* Cor. 1. Il cerchio, che abbia per un suo 
diametro T asse maggiore di un' ellisse , suol dirsi cir^ 
coscritto a questa curva. Onde con tal nozione potrem 
ri trarne dal presente Teorema, che: V ellisse stia al 
cerchio f che le si ciscpscrive ^ come il rettangolo de* suoi 
assi coniugali al quadrato delV asse maggiore , cioè co» 
me V asse minore al maggiore. 

' $. 2og. Cor, 11* E volendo valutar l'ajadi am'el« 
lÌ5se potrà dirsi , eh* ella pareggi il rettangolo de* suoi 
a\si moltiplicato pe^l numero^ che prossimamente esprit 
mie il rapporto di un circolo al Quadrato circoscrittogli» 
E qìii vuol sapersi , che questo numero giusta le spe« 
culanoni Archimedee sia "/14 ad un dipresso (^). 

5. aio. Cor. III. Essendo costante il rapporto di 
ciascun cerchio al quadrato circoscrittogli , le aje di 
due qualunque ellissi saran proporzionali à* rettangoli 
de^ loro assi conjugaii. 

$. aii. Cor. IV. E se mai queste due ellissi sien 
simili : cioè s' elleno abbian gli assi maggiori propor-^ 
xionali a' minori , le aje di tali figure dovranno essere 
in duplicata ragione de'* loro assi maggiori , o de'* mi» 
nmri. 



\ 
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S>ROPOSIZIONE XXXIV. 

T S O ft B H ▲• 

M-^l' 5* ^^^' *^^ ^^^ semieVUse terminata àatVaue mag* 

giore , e dal semiperimetro si aggiri con perfetta rivo* 
luziune intorno al deità asse ; la sferoide , che visi ge^ 
nera , sarà due terzi di quel cilindro , che ha per altejh 
%a il detto asse , e per base il cerchio descrittone d(A 
Semiasse minore» 

Dim. Poste le medesime cote della precedente di- 
mostrazione , i cilindri , che yengonsi a generare da* 
rettangoli LHaC , RQIJC , nel volgersi che fanno la 
ieraiellìsse ADB , e '1 semicerchio AEB intorno all'asse 
AB, sona 'ra loro come i cerchi de' raggi K.H, e QH, 
ò come i quadrati delle rette Kd , e QU; avendo qae* 
solidi la CH per comune altezza. Dunque i medesimi 
cilindri saranno eziandio come i quadrati delle DF, 
ed AB , cioè dell' asse minore , e del maggiore della 
detta ellisse. E ciò sempre dimostrandosi , saranno pe' 
Lemmi 1. e II. T intera sferoide e la sfera nellii ra^on 
de' quadrati delle DF ed AB, o de' cerchi de^ diametri 
DF ed AB , o come i cilindri , che han per base que* 
sti cerchi , e per comune altezza 1* asse BA. Dunque 
permutando sarà la sferoide al cilindro , che tien per 
altezza V asse maggiore AB , e per base il circolo « del 
diametro DF , come la sf ra al cilindro circoscrittole ^ 
cioè come 9 a 3. E perciò la detta sferoide sarà due 
terzi di quel cilindro. C.B.D. 

$. ^ìi. Cor. 1. Se una semiellisse terminata dall' 
asse minore e JjI semiperimetro si aggiri con perfetta 
rivoluzione intorno ai detto asse^ la sferoide schiacciata^ 



I7ELL* Ellisse io5 C*p- *v. 

cKe in tal caso vi si genera , sarà anche due terzi di 
qn^ì cilindro , che tien per altezza il detto asse mino«> 
re , e per base il circolo descrittovi dal semiasse mag* 
giore. 

$. ai4. Cor. ri. Sia ADBP un' ellisse , ed AEB& 
ì) cerchio circoscrittole : ed air asse maggioi*e AB delle 
detta £Ilisse si tiri ovunque la sem/ordinata MI , che 
ne inconti'i il cerchio in O. E poi si concepisca voi* 
gersi intorno ad AI tauto il trilineo ellittico AMI, che 
il circolare AOI. Sarà il segmento sferoidale generatovi 
dal trilineo ellittico al corrispondente segmento sferi- 
co 9 che vi si genera dal trilineo circolare , in duplica* 
tar ragione dell' asse minore al maggiore. 

PROPOSIZIONE XXXV. ■ 

]PBOBLZJffA. 

§. ai5. Poste le medesime cose del Teorema pre^ 
cedente , determinare la superficie delV anzidetta sferoide. 

I. L^ asse Ka della data ellisse si distenda d'ambe/;* 58; 
le parti , sicché tanta la OG , che 1' altra OfI sia ter- 
za proporzionale in ordine all' eccentricità OF , ed al 
semiasse maggiore OA della detta curva. Inoltre inten* 
dasi descritta 1' altra semiellisse GNH , che abbia per 
asse maggiore la retta GH , e per semiasse minore la 
CE , che sia quanto la 0B> semiasse conjugalo della 
data ellisse AMa. E finalmente da' punti A « ed ^i si 
elevino le perpendicolari AI , aK alla retta Ka : dico 
essere l'addimandata Superficie quarta proporzionale in 
ordine al raggio di un circolo y^alla sua periferia, ed, 
al quadrilineo ellittico AIKa. 

Dim. Ad un qualunque punto M del periiMfjr^ 

*4 
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della data ellisse AMa si tirino i due rami FM ed 

fM, , la normale MS , e la semiordinata MP , la quale 

si distenda insino ad N. Saranno , come ne appare 

dalla costruzione, G ed H i punti di sublimità della 

* d. 9. medesima ellisse'' : e le perpendicolari G^ ed Uh ele- 

vate da^ punti G , ed H alla GQ disegneranno le linee 
di sublimità della stessa curva. 

Ciò premesso , tant^o Mg ad MF , che MA ad M/ 

* »99« sono nella costante ragione di O A ad OF*, o di OG 

ad OA : dunque il rettangolo gMh , o il ^suo uguale 
GPH starà al rettangolo di FM in M/, come OG* ad 
OA*. Or il medesimo rettangolo FM/ sta ad MS^ , 

* 197. come*. OA* ad OE*. Dunque per uguaglianza ordinata 

sarà GPH ad MS* , come GO* ed OE* , o come GPH 
a PN* : e quindi sarà MS* uguale a PN* , MS uguale 
a PN , ed il quadrilineo AIKa sarà la scala delle nor- 
mali della semiellisse ABa. Ma nel Lemma HI. si è 
dimostrato esserne la superficie di uno di cotesti soli- 
di alla scala AIKa delle normali nella figura , che il 
genera , come la circonferenza di un cerchio al suo rag- 
gio. Dunque la detta superficie sarà quarta proporzio- 
nale in ordine al raggio di un cerchio , alla sua peri- 
feria ^ ed al quadrilineo ellittico AIKa. C. B« D. 
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PROPOSIZIONE L 

TEOREMA. 

5. di 6. NelV Iperbole ANa il quadralo di una qua'- fi%. 59». 
lunque semiordinata NM sta ài rettangolo AMD delle 
ascisse cT amendue i \fertici A , e D , come il lato retto 
AB al trasverso AD , cioè come il parametro al dia-* 
metro. ^ 

Ed i quadrati di due semiordinate NM y ed nm so- 
no tra loro come i rettangoli AMO , ed AmD delle 
corrispondenti ascisse da entrambi i vertici. 

La dimostrazione di <jueslo Teorema può leggersi 



Cap. I. 108 DELL* I»X1B0LB 

in quella della Prop. 1. delP ellisse con riscontrarne 
la figura citata. 

J. a 17. Def. Si dice centro delP iperbole ANa il 
punto «edio C del Iato trasverso AD di essa curra, 
£ si dirà surregolalrice la parallela CF, che da un tal 
centro si conduce alla regolatrice DB della stessa curva. 

5* 218. Cor, 1. Il quadrato di una qualunque se- 
miordinata MN deir iperbole ANi» è duplo del trape- 
zio AMPF , che ne aggiunge al triangolo ACF la MP 
perpendicolare ad AM. F^ed. $. 108. Onde starà MN* 
ad nw* j come il trapezio AMPF all' altro AmpF. 

5. 2Kig* Scoi. 1. Non pur dalla genesi dell^ iper- 
bole , ma dalla seconda parte di questa Proposizione 
ben si comprende , che i rami curvilinei di cotesta cur- 
va deliban divergere air influito non men tra loro , che 
dal diametro , che in mezzo ad essi producesi air ingiù 
indefinitamente. Inoltre le anzidette ascisse non sono 
segmenti del diametro , quali er^no neir ellisse, ma ne 
sono i producimenti di esso. 

5. 220. Scoi, 11. Per la definizione della tangen- 
te deir iperbole si adotti quella , che fu recata per la 
Parabola Defin, i. Lib, /. Ed in essa curva si posso- 
no r ascisse benanche computar dal centro nel semi- 
diametro prodotto. 
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PROPOSIZIONE n. 

T X O R X M ▲• 

5. 221. Se dal centro delV iperbole ANQ tolgasi fii*^% 
nel semidiametro CA la parte CP terza proporzionala 
dopo un* ascissa ■ CM presavi dal centro , e 7 detto semi" 
diametro ; la retta che unisce V estremo di quella parte 
francata con mC estremo delV ordinala corrispondente alla 
detta ascissa , sarà tangente di cotesta sezione. 

£ V angolo del contatto iperbolico non sarà divi- 
sibile per una retta. 

La dimostrazione di questo Teorema può leggersi 
nella Prop. 2. dell' Ellisse con osservarne la fìg. cit. 

5* 2^^* ^o^* ^* Qu^ può- anche rileYarsi|, che stia 
PM : MA : MD : MC. E che dehba essere PD : DM : 
PA : AM. 

5* 2^3. Cor. 11. E sSntenderà di leggieri qual 
artifizio di Geometria abbiasi a praticare per condurre 
la tangente àìV iperbole ANQ , per un dato punto del- 
la detta curva , il quale non istiavi nel vertice. Che 
ise in tal vertice ne abbisogni condurvi la tangente , 
basterà distendere per esso la parallela ad una sotto- 
posta ordinata. 

5. 224. Cor. IH. Il diametro dell'iperbole pro- 
dotto insino ad un' ordinata n' è diviso armonicament» 
dalla curva , e dalla tangente condottale per un estre- 
mo di essa ordinata^ 
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PROPOSIZIONE ni. 

T E O R E M À. 

\ 

fig.to» J, 225. Tutte le tangenti delV iperbole ANQ co/i- 

corrono col suo di'imelro AD sotto del centro C. 

fig* ^i» E se dal detto centro conducasi ad unj^unto K 

delV iperbole ANQ la retta CN 5 questa retta dovrà cu» 
dere entro la sezione : né potrà segarne altrove una tal 
curva y ma si ben V opposta sezione. 

fig. 60. Dim. Pari. /. Nel primo Corollario del Teorema 

precedente si son dimostrati uguali i due rettangoli 
DMA , CMP. Dunque siccome il primo di essi n' è 
minore di CM^ per la VI. Eh II , cosi sarà anche V 
altro CMP minore dello stesso CM* ; e quindi MP 
minore di CM , e 1 punto P del concorso della tan- 
gente NP e del diametro AD dovrà cadere sotto del 
centro di tal sezione. 

Jtg, 61. Part. II. La retta CN non potendo esser tangen- 

te dcir iperbole ANQ per quel, che si è detto nella 
Parte I. , dee cadere entro una tal cnrva. Né poi pu6 
incontarla in un qualche punto Q. Imperciocché , se 
ciò sia vero , s' intendau condotte pe' punti N e Q le 
semiordinate NM , QR al diametro AD dell' iperbole. 
Sarà NM: QR :: CM : CR pe' triangoli simili NMC, 
QRC : e quindi ancora NM*: QR^ :: CM* : CR». Ma 
per la natura di questa curva T è anche NM*: QR* :: 
DMA : DRA. Dunque sarà eziandio CM* : CR^ :: DMA : 
DRA , e con ciò CM* : CR* :: CM* — DMA : CR*— 
DRA :: CA* : CA*. Laonde sarebbe CM* uguale a CR*, 
eh' è un assurdo. 

Inoltre si tagli la retta C/n uguale all'altra CM , 
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ed ordinata la mn al diametro AD , si congiunga la 
Cn. E poiché la differenza de' quadrati delle CM e GA 
e quanto la differenza de^li altri di Cm e di CD , sa- 
ran pure i rettangoli DMA , ed An^D , che disegnan 
juelle differenze, tra se uguali: e quindi anche i due 
quadrati di NM , e di firn , che son proporzionali ad 
essi rettangoli , dovran pareggiarsi : e sarà la retta NM 
uguale air altra nm. Dunque i due triangoli NCM , 
iCm avendo le condizioni della 4 del I.^ degli Eie* 
menti , dorranno avere gli angoli MCN , mCn tra se 
uguali. Onde dovrà starne la CN per dritto colla Cn. 
E con ciò la segante CN , che conducesi dal centro 
ielP iperbole ad un punto del perimetro dii essa cur* 
^a , dovrà tagliarne Y opposta sezione nel prolungar 
buella retta all' insù del centro della curva. C. fi. D. 

PROPOSIZrONE IV. 

TEOREMA. 

5. 2^6. Ogni retta , che si ritrovi entro la spazio 
iperbolico parallela ad una tangente di una tal sezio" 
ne , dee incontrarne in due punti il perimetro di essa 
curva. 

Dim. La dimostrazione di questo Teorema può 
ardirsi come quella della Parabola , Prop. 3. Llb. I. 



y 
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PROPOSIZIONE V. 

i 

T £ O R E K ▲«> 

/r 6«- S* ^^7" ^« retta AB, cfte passando- per lo centro 

C delle iperboli opposte AE , B(^ , si arresta nelle con*» 
pessità loroy dee restarne divisa per metà nel détto cen-^ 
irò. 

E le tangenti AS , BT , che da' suoi estremi con»- 
duconsi ad esse curve , ^i dtggiono essere parallele, 

Dim. Taluno per convincersi di queste due veri* 
tà potrà leggere la dimostrazione della Prop. 3. dell* 

Ellisse con riscontrarne la figura quassù citata. 

/ 

PROPOSIZIONE VI- 

TEOREMA. 

Jig-V. $• 228* Se da un qualuuque punto C del perirne' 

irò iperbolico AQC conducansi le due rette CN , GB 
respettivamente parallele alla tangente laterale QS, ei 
alla verticale AP 5 il triangolo NCB» c&' esse comprendo^ 
no col diametro della sezione j sarà uguale al corrispofih 
dente quadrilmeo TBAP.. 

Dim. Veggasi la figura qui indicata , con leggerne 
la dimostrazione della Prop. 4* dell' Ellisse. 

E per la definizione del quadrilineo corrispondente 
può adottarsi quella dell'ellisse §. 117. 
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p R o p o s r z I o N E vir. 

TEOREMA. 

5. aag. La segante GL 9 <;Ae passa per lo cenlro fig* 6^- 
© (le?//' Iperbole AQC , cfee dividere per metà tutte le 
corde y che dentro ad essa ne giaccion parallele alla 
tangente QS. ■ 

Onde la retta GL sarà un altro diametro della SC'^ 
sion^^ il quale ha per sue ordinate le proposte corde» 

Dim. Qui si verificano que^ medesimi casi , eh' io 
V indicai nella Prop. 5. della Parabola: e vi si pos- 
sono adattare le loro dimostrazioni , riscontrandovi la 
figura 64. per lo primo e pe '1 secondo caso, e Taltra 
63. per lo- terzo. E dovrà solamente avvertirsi , che i 
quadrilinei MGEK, TRDB , i quali nella Parabola /^f, ^4. 
erano parallelogrammi, nelP Iperbole sono, trapezj. 

5. a3o. Cor. 1. Nell'iperbole, oltre al lato tra- 
sverso assegnatole dalla sua genesi per sezione , si pos- 
sono- concepire infiniti altri diametri , che passan tutti 
per lo centro di tal curvici w 

5. »3i. Cor. 11. La rett^,,che unisce il centro 
deir iperbole col punta medio d^una di lei corda, dee 
i&contrar tal curvst in quel punto , ove la tangente che 
le si conduce , n' è parallela alla detta corda. £ ciò 
l^uò dimostarsi colla guida del §. i^4* 

5. 3fc3a. C(^r. ni. Si descriva un cerchio, che 
«bbia per centro il punto medio del lato trasvei^o , e 
per intervallo una retta maggiore della metà del detto 
lata : dipoi si tiri la corda per le sezioni d' una delle 
due iperboli opposte , e si unisca il detto centro colla 
metà di questa corda. La congiungente distesa à'àwixm 
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le parti sarà 1' asse dell' iperbole : per esserne perpen- 
dicolare ad essa corda, e quindi alle tangenti della 
curva pe' suoi estremi- Ed i due punti, ove T asse in- 
contra le iperhoii opposte , si diranno i vertici principa' 
li di esse curve. 

PROPOSIZIONE vm. 

T E O R £ M A. 

fig. 65. §, 23!^. Pnsfe le medesime cose della Prop. prec, , 

I qwnlrati delle semiordinate DB , RF sono fr>i loro co^ 
me i retfjnguli IBL , ZFL delle ascisse d" am<:ndue i i^er- 
iici Ij ed h^ 

Dìm, Qui si potrà dimostrare , come nelP ellisse | 
che sia il tiiangolo DBK uf^uale al trapezio SMBL, o 
che neir opposta sezione il triangolo dhk sia uguale al 
suo corrispondente trapezio smbl. E collo stesso ra- 
gionamento potrà rilevarsi , che sia il triangolo REO 
uguale al trapezio SNFL. Dunque dovrà essere DBK: 
RFO :: SMBL : SNFL. Ma i primi due termini di 
quest' analogia , cioè i triangoli simili DBK , RFO, so- 
no come i quadrati decloro lati omologhi DB^ RF^id 
1 trapezj SMBL , SKFL , che ne sono i termini rima- 
• lap. Denti, son proporzionali aVettani,oh /BL, /FL*. Dun- 
que sarà DB* : RE» :: /BL : ZFL. 

Ed essendo per la medesima ragione il triangolo 
DBK all'altro Jtó , come il trapezio bMBL al trape- 
zio smbl^ sarà pure DB' : db^ :: /BL-.LW; essendola 
prima di queste due ra^^ioni uguale a quella de^triango- 
li , e r altra uguale alia ragion de* trapezj. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE IX- 

TEOREMA. 

5. 23/f. Se da un punto M di un qualunque dia'- fii» ^« 
metro QP dtlV iperbole QNP si elevi la retta MP terza 
proporzùmale dopo V ascissa QM.^ e la semiordinata MN ^ 
le quali rette corrispondano a quel punto ; V estremo T 
di detta perpendicnlare sarà allogato in una retta data 
di posizione , che dicesi regolatrice della ptopo^ 
sta cur^a. 

La dimostrandone di questo Teorema può leggersi 
in quella della Prop. j. delP ellisse , adattaudoue la 
figura quassi7 citata (e). 

5. 3t35^i Dyfin» 11. La retta QA elevata dal punto 
Q perpendicolare al diametro QP deiriperbole Qi\/i, e 
distesa insino alla regolatrice PA , dicesi ^.arainetro di 
esso diaiuetro* 



(•) Nella Parabola U quafìrato di una scmiordinata ad un qua- 

junque diuiuetro è uguale al rettangolo della eorri8|>ondente ascissa 

nei |>arametro. Ne P ellisse quel quadrato é minore di questo retiango- 

lo ; e neir iperbole u' è poi maggiore K per tal ragione coleste tre 

curve furon dette in greco idioma v^fU/3o\il 6X^«»•4l< , Cnrip^oKin 
che nella nostra lingua significano equa- ila. dfetlo^ ed eccesso l'^d in 
ciò anche si avvera , che i priiiijtivi nomi imposti alle cose abbian 
•iguilìcato certe di loro quaUtà preclare. 




dell' IpEUlOLfi 



PROPOSIZIONE X. 



TEOREMA, 



fS' ^« 5* ^3^' ^^^^ iperbole il quadrato della semiorài^^ 

ia NM ad un qualunque diametro PQ sta al rettàngola 
QMP delle ascisse d' amendue i vertici , come n^é U det^ 
io diametro PQ al suo parametro QA. 

La dimostrazione di questo Teorema può legger* 
SI nella Prop. 8. dell' ellisse , con adattarvi T indicata 
figura. 

J. a ^7. Scoi, Cotesla proprietà asseazìale dell' 
iperbole , che nel primo di questi Teoremi erasi di- 
mostrata per lo lato trasverso di essa curva , qui Te- 
disi convenir del pari ad ogni altro diametro d«Il^ 
]peH)ole. Onde tutto quello , che in conseguenza <£ 
nn tal principio n** e stato fin qui dedotto , potrà cofe^ 
yenevolmente per ogni altro diametro aver luogo* 

PROPOSIZIONE XI. 

T E O a K M !• 

Jigi 5oé 5- ^38. Ogni diameiro AD dell'iperbole ANQ qua» 

lor ne incontri una di lei tangente NP , e V ordinata 
MN per lo contatto^ dee restar diviso armonicamente 
dalla curva, e dalla detta ordinala* 

La dimostrazione di questo Teor. è identica a 
quella della Prop. 9. doir ellisse ; ond^ ella quivi potrà 
leggersi col riscontro d«ir indicata figura. 
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$. aSp, ScoL Per le definizioni della soHangenie^ 
^ della sunnormaU dell* iperbole si leggano quelle rap^ 
portate ne' $§. 55 , 56. 

5. 94o* Cor. Allorché un semidiametro dell' iper« 
l)oIe , il quale sia segato da una di lei tangente , pro- 
traggasi insino air ordinata per lo contatto , vi deggion 
essere eorUinuamenie proporzionali V ascissa dal centro ^ 
il detto semidiametro , e quelV ascissa diminuita dellm 
sottangente. 

PROPOSIZIONE XII. 

T Z O R 1 X A. 

5. 2^1. NelV iperbole la sunnormale MH sta air Af* ^* 
ascissa MC dal centro j come AO parametro delV asse 
AD al detto asse* 

Dim. Si legga la dimostrazione della Prop. i5.^ 
Lìb. II. , « si riscontri la figura qui citata. E '1 para- 
metro dell' asse si chiami parametro principale» 

§. 242. Cor. 1. All'asse DA dell'iperbole ANQ 
sì elevi dal vertice A la perpendicolare AO uguale al 
parametro del detto asse , e vi si tiri la regolatrice D0> 
e la surregolatrice CF , sarà MH : MC :: AO : AD :: 
MS : MC , pe' triangoli simili ADO, MSC. Onde dovrà 
essere MH uguale ad MS. 

5.043» Cor. 11. Dunque in generale: le Surrego^ 
latrici relative agli assi delle Curve Coniche ne sono i 
luoghi delle loro sunnormaU. 

§. 244* J^^i* III. Se dal centro C dell' iperbole fii;* 6€i 
GAK conducasi la CP parallela ad una di lei tangente , 
e media proporzionale tra '1 semidiametro CA , che 
pasaa per lo contat^ , t '1 aemiparametro di esso, una 



tal retta sì dirà srinilLimetro secondario di CA. E la 
CA si dirob])e semidiametro primtrio rispetto alla CP. 

§. 245 Cor» 1. Si distenda il semidiametro AC verso 
a , sicché C.a adegui CA ; e similmente si prolunghi 
l'altro semidiametro P(< in' E, finché sia CE uguale a 
CP : 1 intera \a si dirà diametro primtrio , o princi- 
pale rispetto a PE ^ e questo , diametro secondario 
di Aa. 

$. 246. Cor, 1 1 . Ed essendo il rettangolo aF A al 
quadrato, di GF , come il diametro Aa al suo parame- 
tro , o come il semidiametro AC alla metà del detto 
parametro , sarà anche il rettangolo A Fa al quadrato 
di GF , come il quadrato del semidiametro primario 
AC a quello dei suo secondario CP. 
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GAP. IL 



Degli assuntoti delle Iperboli. 



^•0^04 



§. »47' I^^y* IV. Una retta dlcesi assihtoto di una 
curva , se protraendo all' iu6iiito coteste due linee, che 
sieno couvergeiitì tra loro, T una non può m-ii in(*oa- 
trar 1' altra , ma può si bene accostarlesi per un ìnter- 
Tallo minore di qualunque dato. 

§. ^^6, Cor, 1 . Dunque la convergenza assintoti- 
ca di due linee dee racchiudere i seguenti caratteri. L' 
impossibilità di convenire 1* una di questa due li lee 
coir altra , per quanto si protraggano in^^ieme verso 
quella parte , ove convengono . E 1 possibile di loro 
avvicinamento per un intervallo minore di qualunque 
dato. 

§. 24q. Cor. 11. E quindi due rette, che sieno 
parallele , non possono essere tutte e due assìntoti di 
una medesima curva loro sottoposta . Imperciocché , se 
quella di tali rette , che sia più vicina alla curva, sup- 
pongasi esserle un assintoto \ T altra non potrà mai ap*> 
pressarsi alla curva per un intervallo minare della di- 
stanza di esse parallele. Onrle non avrà il secondo ca- 
rattere dell' assintotico convergìmento . E se la più ri- 
mota dalla curva sia T assintoto di essa \ V altra , che 
Tè più d' accosto I dovrà iucontrarla. 
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t 

PROPOSIZIONE XIII. 

7 

TEOREMA^ 

/^. 66« ^. \ho. Se in una qualunque tangente DB délfi^ 

perbole GAK si prendano di qua , e di là dal contatto^ 
le parti AD , AB respett imamente uguali al semidiame» 
irò secondario di quello , che passa per lo medesimo 
contatto ^ le rette CD , CB , che si conducono dal cen- 
tro delV iperbole agli estremi lì e h di quelle partii sa- 
ranno gli assintoti della proposta iperbole GAK , e della 
sua opposta gak, 

Dim, Per un punto qualunque K del perimetro 
iperbolico GAK si tiri l'ordinata KG al diametro Aa» 
ed essa poi si distenda insino alle rette CD , CB. Sa* 
ra per la natura di questa curva il quadrato di GF al 
rettangolo AFa , come AB* ad AC* , o come FH* ad 
FC* , pe' triangoli simili CAB , CFH. E. quindi per la 
19. El. V. sarà il rettangolo HGL ad AG* , come AB? 
ad AC : onde dovrà essere il detto rettangolo HGL 
uguale al quadrato di AB. Ma per quanto sia grande 
la GL base del rettangolo HGL , il quale ^ee pareg- 
giare il quadrato di AB , non può mai svanirne là GH 
altezza di esso. Dunque non potrà la retta Cfl incon^ 
trare il ramo iperbolico AG in alcun punto. 

Inoltre la » sia una retticciuola di una qualunque 
piccoli ssfma grandezza ; e poi tra V assintoto CL dell* 
iperbole GAK , e 1 semidiametro CAF di essa curva 
si applichi parallela a4 ^D la FL terza proporzionale 
dopo la retticciuola «, e la DA. Sarà chiaro dover es"* 
sere FL : AD :: AD : *>. E per essersi dimostrato nel 
§. precedente , che il rettangolo LGH pareggi AD^ , 
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sarà pure LG: AD :: AD: HG. Ma la prima ragione 
di quest' analogia è maggiore della prima della prece- 
dente , cioè sta LG ad AD in maggior ragione di FL 
ad AD. Dunque sarà benanche la ragione di AD ad 
HG maggiore di quella di AD ad a; : e quindi HG 
minore di ». Per la qual cosa la retta CH dee essero 
assintoto del ramo iperbolico AG. E cosi pure si di- 
mostrerà , che sia T altra CL assintoto dell'altro ramo 
AK: e che amendue le rette CH , CL distese alTinsù 
diventino assintoti deir iperbole opposta gak. C.B.D. 

§y 25i. Cor* 1. Niuna parallela alia CH può es- 
sere un assintoto del ramo iperbolico AG'^. E nemme- • 349. 
no può concepirsi , che una retta divergente , o con-^ 
vergente colla CH siane assintoto del detto ramo cur- 
vitineo. E lo stesso dicasi dell'altro ramo AK ^ e di 
que' due dell' opposta sezione. 

§. 252. Cor. II. Dunque le due iperboli opposte 
GAK , gah non possono avere altri assintoti , che 1« 
«ole rette ^H , e dL. 

§. 253. Scoi. Essendosi dimostrato in questo 
Teorema essere assintoto di un ramo iperbolico la 
retta che unisce il c<entro di tal curva coli* estremo di 
una di lei tangente fattasi uguale al semidiametro se- 
condario di quello , che passa per lo contatto 9 ognu- 
no potrebbe da ciò incautameute inferirne essere infi- 
niti di numero gli assintoti di una stessa iperbole. Ma 
essi non son che due , cioè quelli , che abbiam quassù 
stabiliti ^ poiché gli estremi delle infinite tangenti nel 
detto modo condizionate debbonsi allogare in que'due 
soli ^ assintoti , come abbondevolmente sarà chiarito nel 
seguente Teorema , ch^ è converso del già proposto» 



i« 
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I 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

fii* ^7« S'*^54. Se ad un ^qualunque punto A delV iperhoU 

SAR rinchiusa Ira' i suoi assintuti CL, CN U si coti- 
duca la tangente BAO 5 ciascuna sua parte , che resta 
tra il contatto , e quAr assintoto che ne incontra , sarà 
uguale al semidiametro secondario di quello , che passa 
per lo contatto. 

Dim, Se AB non sia uguale al semidiametro se- 
cotidario di CA , si tagli hb uguale ad esso semidia- 
metro secondario , e si uuisca la C^. Dovrà esser que- 
sta retta assintoto del ramo iperbolico AS. Dunque il 
ramo AS avrà per assintotl le rette CB, e Qb. Lo che 
ripugna. C.B.D. 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

/^. 67. 5. ^55. Se per un punto S di un^ iperbole si tifi 

una segante , che ne incontri gli assintoti di essa 5 il 
rettangolo dì quelle sue parti , che restano fra la cur^ 
ca , ed i detti assintoti , sarà uguale al quadrato dd 
semidiametro parallelo ad essa segante^ 

Dim, Gas. i. Qui può verificarsi , che la segante 
LSN incontri in due punti T ip(3rLole SAR, E può 
anche addivenire, che un'altra segante condotta per 
S incontri le due sezioni opposte. Nel primo caso la 
corda SR si divida per meta nel punto a. Si unisct 
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cotesto punto col centro C dell' iperbole per la retta 
Ca : ed una tal congiungente si distenda insino all' i- 
perbole Pqo ; sarà ^A quel diametro di essa curva , 
al quale la corda SR n' è un'ordinata*. Ed oltre a ciò • a3i. 
la tangente condotta alla medesima curva per lo punto 
A dovrà esser parallela alla SR , ed uguale al semidia- 
pietro secondario di CA*. Onde potrà dimostrarsi come • ^H* 
nella Prop. i3., che sia il rettangolo LSN uguale al 
quadrato di BA , o del semidiametro secondario dì 
CA. 

Cas. 2. La retta SQ Incontri in S , e P le sezio- 
ni opposte SAR , P^o* E dal centro C di esse curve 
si meni la CA parallela alla SP , e poi per S si di- 
stenda la retta LSN parallela alla BA tangente dell' 
iperbole SAR in A. Ciò posto, per lo parallelismo 
delle rette MS ed AC , e delle altre LS e BA , i 
triangoli LMS e BCA sono simili : onde dovrà stare 
LS : SM :: BA : AC. Ma per le stesse ragioni il trian- 
golo NSQ è simile all'altro AOC. Dnnque sarà SN ad 
SQ , come AO , o la sua Ui^uale BA ad AC. E quin- 
di il rettangolo LSN starà aJ rettangolo QSM* , come * a3.VI. 
BA* ad AC*. Ma il primo rettangolo è uguale a BA* . 
dunque sarà eziandio QSM un;uale ad AC^. C.B.D. 

:i56. Cor. i . Nella stessa guisa può dimostrarsi il 
rettangolo MPQ uguale al quadrato di CA , e con ciò 
al rettangolo QSM. Dunque , dividendo la QM ugual- 
mente in F , sarà FP*— -FQ* uguale ad SF*— FM*. E 
quindi FP uguale ad SF , e QP uguale ad MS. 

5. 257. Cor. u. Laonde, se per un punto qua* 
lunque del perimetro iperbolico conducasi una segante , 
che incontri in due punti la stessa iperbole , o le oppo" 
'§te sezioni^ ec/ essa poi si distenda insino agli assinto" 
'Ìi\ le sue parti che restano fra la curva , e gli assin- 
tati saranno sempre tra se uguali. 
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PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. 

M' 6^- 5. 258. Z' angolo assintoHco BCD è retto , otluio^ 
o acuto , secondo che V asse a A delV iperbole sia uguale ^ 
minore , o maggiore del suo secondario PE. 

D/m. Suppongasi il semiasse principale CA u^a- 
le al semiasse secondario CE , o alla tangente ver* 
tirale AB ; sarà isoscele il triangolo rettangolo BAC ; 
dunque T angolo - ACB sarà semiretto. E dìmostran* 
do esser benanche semiretto T altro ACD ; P è for- 
za , che sia retto V intero angolo assintotico BCD 
composto da' due semiretti ACB , ACD. 

Che se CA sia minore di CE , o di AB , l'angolo 
CBA sarà minore dell'altro ACB. Ma tutti e due deg- 
gion fare un retto ; perciocché il triangolo CAB è ret- 
tangolo, in A. Dunque 1' angolo ACB sarà piucchè un 
semiretto 5 e quindi il suo doppio BCD sarà maggiore 
di un retto , cioè ottuso. 

Finalmente qualor si ponga CA maggiore di CE 
o di AB , con simile ragionamento si dedurrà, che sia 
l'angolo ACB minore di un semiretto , e che quindi 
BCD suo duplo debba esser minore di un retto , e 
con ciò acuto. C. B. D. • 

§. i^Sg, Cor. La retta , che unisce un de"* vertici 
principali delle iperboli col loro centro^ divide per me^ 
ià V angolo assintotico. 

5. 260, Def. V. L' iperbole , il cui asse principa- 
le adegua il suo secondario ; dicesi equilatera , o parif 
laiera: ed ella direbbe scalena y se i medesimi assi 
sìen disuguali. 



5. 261. 2>e/*. VI. Gli assintoti diconsi orto^ 
ganali , o rettangoli , se comprendano un angolo 

retto. 

§. 262. Cor. Dunque , se un* iperbole è pari- 
latera i suoi assintoti saranno ortogonali , e vice- 
versa. 

§. 263. Def, VII. Se dal vertice principale di un' 
iperbole vi si conduca la parallela ad un assintoto , la 
^uale poi si distenda insino air altro \ il quadrato di 
una tal retta si dirà la potenza delV iperbole rap^ 
portata d suoi assintoti : ed essa retta ne sarà il suo 
lato. 

Cosi il quadrato della AE , cLe dal vertice prin- A'* ^^* 
cipale A dell' iperbole AFjf conducesi parallela all' as- 
sintoto CD , è la potenza deli' iperbole AF , ed AE il 
suo lato. 

5. 264. Cor. Per lo punto A si tiri AH paral- 
lela a CE -, la figura AECH , che ne risulta , sarà un 
rombo : per esserne l'angolo ACE uguale all'altro ACH*. ^^^' 
E tanto sarà il quadrato di AE , cbe il rettangolo di 
AE in EC. 

§. 265. Def. vili. Se da un qualunque punto P 
dell' iperbole AF/ si meni la FB parallela all'assintoto 
CD , che tagli in B 1' altro assintoto CB , essa retta si 
dirà ordinata delV iperbole tra gli assintoti^ e CB la sua 
ascissa corrispondente. 

§. 266. Def. IX. Se r assintoto CL dell' iper- fi^^ C7, 
Loie RAS ne incontri una di lei tangente BO , la 
parte BK del detto assintoto , la quale resta fra la 
tangente , e 1' ordinata AK condottagli dal contatto , 
si dirà Sottangente dell'Iperbole rapportata a' suoi as- 
aintoti. 

J. 267. Cor. 1. Essendo BA uguale ad AO , sarà 
BK uguale a KG. Dunque nelV iperbole ira gli assiuto- 



fi la Soiiangente i uguale aW ascissa^ che Vi ioflo- 
posta. 

5. a68. Cor. 11. E se per lo punto B Jeirassin- 
tnto CB deir iperbole RAS voglia condursi la tangen- 
te a questa curva , vi potremo impiegare il seguente 
facilissimo artiGzio. Si divida in parti Uguali la BC in 
K f e per K si ordini alla detta curva la KA ^ e 
si unisca la BA. Questa retta sarà la tangente ri- 
chiesta. 

PROPOSIZIONE xvn. 

T E O R B M ▲. 

5. 169. // rettangolo formato da uri* ordinata deìl 
iperbole tra gli assintoti nella corrispondente ascissa i 
sempre uguale alla potenza delV istessa iperbole. 

fg. 68. Dim. Sia FB una qualunque ordinata all' iperbole 

AF tra gli assintoti CD , CG : il vertice principale 
dc41a medesima curva sia il punto A , e per F ed A 
si distenda una retta insino a' detti assintoti j sarà il 

• a55 rettangolo DAG uguale all' altro DFG* 5 e quindi sarà 

DA : I)F :: FG : AG. Ma per lo parallelismo delie tre 
rette DC , AE , FB sta DA : DF :: CE : CB 5 e per 
la similitudine de' triangoli FBC , AEG l'è pure FG : 
AG :: FB : AE. Dunque sarà CE : CB :: FB : AE : 
e con ciò il rettangolo di FB in BC sarà uguale al 
rettangolo di A E in EC , cioè a dire alla potenza del- 

• a64. la detta iperbole*. C.B.D. 

J. ayo. Cor. I. E conducendo in questa istessa 
iperbole V altra ordinata fb , si mostrerà in simil gui- 
sa C'^sere il rettangolo fbC uguale alla potenza «della 
della iperbole. Dunque i due rettangoli di FB in BC 



i 
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e di y]& in £C saranno uguali 3 e starà FB : /& :: ^G : 

BC. ^ 

5. ayi. Cor. ii. Cioè a dire le ordinate nelViper-* 
hole tra gli assintoti sono inversarnente come le loro 
uscisse. 

J. 272. Cor. 111. E saran pure uguali i parallelo- 
grammi FBCI , fbCi , come quelli che reciprocano i 
lati intorno agli angoli uguali FB^/ , fiC E con ciò 
i trìaugoli FBC , fbC metà di essi parallelogrammi sa- 
ran Lenancbe tra se uguali. 



«^cs«3^xp«<» 
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GAP. III. 



Db" DuKEtRl C09JUGATI DE&LE IpEKBOLI. 



PROPOSIZIONE XXXIV. 



PROBLEKA. 



/^.^. J 2^3. Dato il cono retto BTSL , ricavarne dalla 

sezione di esso un' Iperbole , di cui a p sia V asse prin^ 
cipale , e qp il secondario. 

Qui si esige , che la ragione del semidiametro TK 
della base del cono non istia alV altezza KB di tal so» 
lido in minor ragione dell'* aisse secondario q p al prima* 
rio ap. 

Sol. I dati assi' ap , qp dJspongansi ad angolo ret- 
to , come qui veggonsi delineati , e vi si congiunga 1* 
ipotenusa aq. Inoltre il triangolo isoscele TBL sia una 
di quelle sezioni , che si traducano per Tasse del data 
cono. E presa nel Iato BT di esso triangolo la BD 
uguale a queir ipotenusa aq , e distesavi la DF paral- 
lela alla TL 9 s' inclini dal punto B la retta BR uguale 
ad ap. Lo che può sempre farsi per Tindicata condizione.. 
Imperocché se la ragione di TK a KB , o di DC a CB 
suppongasi uguale a quella di qp slA. ap ^ ì due trian- 
goli DCB, qpa esscnio simili, ed avendo uguali le lo- 
ro ipotenuse BD , aq , dovranno avere benanche ugua- 
li i cateti BC, ap. E se TK stia a KB , o DC a CB 
kk maggior ragione di qp ad ap, sarà anche DC* : BC* 
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in maggior ragione di q/>* : ap^. E componendo doyri 
essere DB* a CB* in maggior ragione di aq^ ad ap*'. 
E sarà finalmente CB* minore di ap^ , e CB minore di 
np» Onde potrà appIicarTisi una retta BR uguale ad 
ap. Ciò premesso , dal punto R si tiri la RP paralle* 
là alla BD , e dalle due rette BR ^ ed RP si compia 
il parallpiogrammo BRPÀ. Io dico, che distendendo 
per la PA un piano perpendicolare al triangolo TBL ^ 
V Iperbole MPO ^ che vi si genera ^ debba esser la ri^ 
ehiesta. 

Pel punto medio della PA , eh* è V asse ('^) delfa 
detta sezione, intendasi disteso Tasse secondario EG r 
• per N ri si ordini la NM . Sarà il rettangolo AKP 
air altro DNF in ragion composta di AN : iND, e di- 
PN : NF. Ma la prima di queste due ragioni peHrian- 
goU simili DNA, DR6 è uguale a quella di BR: BD.. 
Ed è pure per la somiglianza de* triangoli PNF, BRF 
la ragione di PN : NF quanto V altra di BR : RF. 
Dunque componendo queste nuove ragioni in luogo 
delle già indicate , sarà ANP : DNF :: BR^i DRF^cioè 
ANP*: NM* :: AP' : DRF. Ma la prima dì queste due *' 2». 
ultime ragioni k uguale a quella di* AP' : EG*. Ed è " s45. 
poi DRF uguale a qp*. Imperciocché il rettangolo DRF 
per lo lemma IV si è dimostrato uguale a DB* — BR* , & 
ti sa poi per la 47* EL I. esser pq'^ uguale ad aq^-^ap^* 
Dunque avendo fatto per construzìone BD uguale ad 
0^, e BR ad ap , sarà benanche DRF uguale a qp^* 
Onde sUrà AP* : EG':: AP* : ^* : e quindi EG* s*- 



(*) Quando il cono é retto , il diarauetro di ciascuna curva coni* 
ca« che si rilevi dalla sezione di esso , é Tasse di tal curva, cgme 
Vò chiaro per l'£K XI. £ 1 triangolo per Vaste é sempre isoscele* 

»7 



rd uguale a qp*. E T Iperbole OPM avrà per asse prin* 
cìpale la retta ap , e per secoudario la qp. 

$• ^74* ^^f- ^* Due iperboli diconsi conjugate ira 
loro j se il semiasse principale di una di esse sìa il 
secondario dell' altra ("). 
fii- 66. Cosi se air iperbole AK , di cui GA sia il semiai* 

se principale e CE il secondario , si opponga T altra 
iperbole Ee , che abbia CE per semiasse principale e 
CA pe 4 suo secondario ; coteste due iperboli saranno 
tra se conjugate. 

§, 2^5. Cor. 1. Le due iperboli conjugate AK, ed 
Ee hanno un comune centro , cioè il punto C. E la 
diagonale CD del rettangolo CADE , che si compie 
V dal semiasse principale e dal secondffriò di una delle 
dette iperboli , sarà un comune assintoto di queste 
curve. 

5. ajf6. i^Cor, n. Ed apponendo alle già dette iper- 
boli le loro opposte gak , rPp , si avranno in tal modo 
le quattro iperboli GAK , ^Ee , gak , pPr , di coi 
ciascuna è conjugata ad ognun'altra di quelle due, che 
le sono accanto. E tutte quattro han pure il comune 
cexitro C , e gli stessi assìntoti DJ, Bb. 

5. 277. Cor. ni. Le due iperboli conjugate GAK, 
^Ke contengono una stessa potenza. Imperocché essen* 
do DA uguale ad A3 , e DE uguale ad "Eh , la con* 
giunta A E dee esser parallela alla B^. E le AI , ed EI 
Iati delle potenze delle dette iperboli saranno uguali 
per lo parallelogrammo ADEC. 

§. 278. Scoi. Le quattro iperboli conjugate rivol- 
gono al comun contro loro le convessità : e ciascuno 



(*) Il problema precedente autorizza la possibilità del definito. 
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degli otto rami di queste curve , cbe si è detto esten- 
dersi air infinito , è assintotico a quell^ altro , che gli 
i d'* accosto. Ma non è cosi delP ellisse , tutto che ^lU 
sia una curva' afBne all' iperbole. Imperciocché le par* 
ti del perimetro ellittico riguardano colle concavità di 
esse il centro della figura: esse vi formano una curva 
continua : e questa poi ritorna in se stessa , ed acqui-* 
stasi la forma di un'ovale. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

5. 2^9. S Lelio GAK , gàk due iperboli opposte 5 fio' ^^* 
io dico ^ che gli estremi de'' loro diametri secondar j dcbban- 
si allogare nelle iperboli conjugate £e , Vp. 

Dim. Da un qualunque punto D di CD comune 
assintoto delle iperboli coujugate AK, Ee si tirino alle 
stesse curve le tangenti DAB , DEZr , che si protrag- 
gano insino alP altro assintoto hb. Si conduca la retta 
AE fra' contatti , e le altre due CA , e CE. Sarà la 
retta E A parallela alPassintoto CB, per esser DA ugua- 
le ad AB , e DE uguale ad E6*. Ed oltre a ciò ella * ^H> 
sarà divisa ngualmente in I dall* altro assintoto CD (*) : 
dunque siccome DA è uguale ad AB , qjosì DI dovrà 
pareggiare la IC. E quindi i triangoli AID, CIE aven- 
do i lati AI , ed ID rispettivameate uguali agli altri 
£X y ed IC , e T. angolo AID uguale a CIE , dovran 



(*) il rettangolo di El in IC è uguale all' altro di Al in IC , 
per essere ciascuno di essi uguale alla potenza di queste ipeiboli; oadt 
▲I é ci|;uale ad lE. 



benanche avere uguali le loro basi AD , e CE , no& 
tnen che gli angoli ADI, ECI. Il perchè la retta CE, 
eht si è mostrata uguale alla tangente AD , e che 1* é 
ancor parallela , a cagione degli angoli uguali ADC , 
DGE , dovrà essere il semidiametro secondario di CA. 
Ma il suo estremo E tocca T iperbole conjugàta £e: 
dunque sari vero quel che si è proposto. G.B.D. 

5* a8o. Cor, La retta, che unisce, gli estremi 
3** un semidiametro , e del secondario di esso , è pa- 
rallela air assintoto , che le si oppone. 

PROPOSIZIONE XX, 

T E O R X M i. 

j^. ^0. 5* ^^^* *^^^ ^^ ^^ qualunque diamefro delU iper* 

boli opposte DT , FA , cui si tiri ovunque Li parallt» 
la TF , che le incontri in T , e J F ^ io dico , che il 
jifo diametro secondario BE debba dividerla ihi due par* 
ii uguali. 

E se cotesta parallela seghi una delle iperboli 
conjugate QVP ; la parte QP , eh" è dentro di tal cur* 
vu sarà puranche divisa per metà dallo stesso diametro 
secondario. 

Dim. Pari. I. Si tiri al diametro AD non meno 

r ordinata TK , che V altra F6 : queste rette sarannt 

parallele fra loro , e la figura GKTF dovrà essere un 

parallelogrammo : onde ne saranno i lati opposti TK, 

^ *4^- FG uguali fra di loro. Ed essendo i rettangoli AKD, 

DGA come i quadrati di TK , e di FG'^ ] siccome que* 

sti sono txsL se uguali , cosi il dovrauno essere anche 

quelli. Laonde aggiungendo a^medesimi rettangoli AKD| 

SGA gli uguali quadrati di CD , e di CA, ne risulto* 
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rà il quadnito di CK uguale ali altro di CG , e ClC^''''^ 
uguale a CG. Or a queste rette CK , e CG sono u- 
guati le HT ) ed HF respettiyamonte , come lati op« 
posti de' due parallelogrammi CK.TH « CGFH : dunque 
BT sarà uguale ad HF. 

Part. II. Sieno impertanto C^ , e Cp gli assinto- 
ti delle iperboli opposte DT, AF , che saranno ezian- 
dio assintoti della conjugata PEQ*. Sarà tanto la tq • 375, 
uguale alla Fp , che Qf a fp'*: e quindi anche la TQ • 957% 
dovrà pareggiare la FP. Laonde , se queste rette si 
tolgano respettivamente datile uguali HT, HF , ne aran- 
zerà HQ uguale ad HP. C.B.D. 

5. a8a. Def. xi. Due diametri si dicono conjuga* 
ti fra loro^ se ciascuno di essi sia parallelo alle ordi-- 
nate dell' altro. 

§. 283. Cor. I. Ogni diametro primario df>iriper- 
l>oIe , e 1 suo secondario sono cojajugati fra loro. 

5. 284' Cor. 11. Dunque gli estremi de' diametri j 
conjugati a quelli , che nelle iperboli opposte si con- 
ducono y debbono toccare le iperboli conjugate. 

5. s8,5. Cor. 111. E quindi DN parametro del dia- 
metro DÀ potrà definirsi, che sia ufta terza propor- 
zionale io ordine al detto diametro , ed al conjugato 
di esso. 



PROPOSIZIONE XXL 

* 
T I O ft E M A. 

Ifgi 7«« $• ^^^- ^05fo le medesime cose della prima parie 

della precedente proposizione , il quadrato di TH sef^ 
miordinata al diametro secondario BE sta alla somma 
de" quadrati di CH ascissa dal centro e di CE semidia^ 
metro secondario , come il quadrato del semidiametro 
primario CD a quello del detto secondario CE. 

Dim. n rettangolo ARD sta al quadrato di KT, 
^b46. come il quadrato di CD a quello di CE^. Dunque sa- 
rà la 9omina del rettangolo AKD e del quadrato di 
CD , cioè il quadrato di CK , alla somma de' qua- 
drati di KT e di CE, come CD* a CE*. Vale a dir 
re dovrà esser TH* : CH^ + CE* :: CD' : CE\ 
C. B. D. 

J. 287. Cor. 1. E conducendovi un^ altra semior- 
dinata th al medesimo diametro BE di essa curva , si 
dimostrerà nello stesso modo esser tK^ : CA* -|- CE' :: 
CD*: CE*. 

$. a88. Cor, 11. Onde potrà conchiudersi , che 
i quadrati delle semiordinate ad un diametro seconda*' 
rio delV iperbole sien proporzionali cC quadrati delle loro 
ascisse dal centro accresciuti del quadrato del semidia-^ 
metro secondario. 

S- 289. Cor. 111. E quindi sarà TH* : DC» :: 
CH'+CE»: CE>, 



PROPOSIZIONE xxa. 

r 

T £ O R £ M ▲• 

5. ago. // parallelogrammo HQME , che si compie M* 7>« 
da? due semidiametri conjugati HQ , HE delle iperboli 
AQ , BE , è uguale al rettangolo de* semiassi conjuga^ 
a HA , HB. 

Dim. Essendo la retta QM uguale , e parallela ad 
HE semidiametro conjugato dì QH , il punto M do* 
yrk trovarsi in HM assintoto comune delle due iper- 
Loli conjugate AQ , BE*. E cosi pure si mostrerà esser * *^^ 
r altro punto L nel medesimo assintoto HM. Or poi- 
ché le rette QE , AB , che uniscono gli estremi di 
que' due semidiametri conjugati e de* semiassi , son 
parallele all' altro assintoto HC*, il triangolo HQF * »«•*{ 
sarà uguale all'altro HAT. Dunque prendendo i loro 
quadrupli , ne risulterà il parallelogrammo HQME , 
che compiesi da' semidiametri conjugati HQ , HE , 
Uguale al rettangolo HALB de' semiassi conjugati. 
C. B.D, 

5. ag 1 . Cor, 1 . E da ciò può inferirsi , che ogni 
parallelogrammo iscritto in tutti e quattro i rami iper- 
bolici sìa di una costante grandezza , cioè quanto il 
Tettangolo degli assi conjugati. 

5. 29^1. Cor, 1 1 . Se pe' punti Q , e B si dist^i^ 
dano le YX e BZ rispettivamente parallele alle rette 
AL ed EM , e si congiunga la QB ; sarà il paraUelo- 
granuno HYXB uguale ali* altro HQZV : imperocché 
il primo e duplo del triangolo HQB , con cui n* 
é sulla stessa base HB , e tra le medesime parallele 
HB , YX. E 1 secondo dello stesso triangolo é anche 
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duplo per esserne amendue sulla medesima base HQ e 
fra le stesse parallele HQ , BZ. 

5. 293. Cor. III. Dunque starà il parallelogram- 
mo HYXB air altro HALB , come il parallelograaimo 
HQZV air altro UQME. Cioè HY : HA :: HV : HE. 
Ma sta HV : HE ;: HB : HR :: HS : HB. Dunque 
sarà HY : HA :: HS : HB. 

5. 294. Cor. IV. Ed essendo HA : HB :: HY 
HS, ed HA* : HB* :: HY* : HS*^ sarà «iandìo HA' 
•i9.V.HBa ::aY\ : bSB\ Ma l'è poi HA* : HB* :• aYA 
YQ*. Sicché sarà aYA : ^SB :: aYA : YQ* , e sarà 
iSB Uguale a YQ*. E cosi può anche rilevarsi, die il 
quadrato di SE adegui il rettangolo aYA. 

5. agS. Cor* v. Dunque : se dagli esfremi di due 
semidiametri conjugati di urC iperbo le conducansi due 
semiordinate agli assi della curila ; questi saran da quelle 
divisi proporzionalmente, E 7 rettangolo di cotesti due 
segmenti in ciascun asse dovrà pareggiare U quadrato 
di quella ielle semiordinate , cìus al medesimo asse ri è 
parallela» 

PROPOSIZIONE XXUL 

T s o m B X A. 



'M* 9^' S* ^9^' ^^^^^ iperboli AG , DF i quadrati de^ ime^ 

diametri conjugaii GF, PM tanto differiscono fra lorOf 
quanto i quadrati degli assi DA , RQ. 

^ Dim. Il quadrato della retta CB , il quale, per la 

6. Elem, II *y è uguale al quadrato di CA ed alrettanr 
golo DBA , dee uguagliare i quadrati di CA , e di 

"^i^S^ MN.^ Dunque il quadrato dell* ipotenusa CG^ che par 
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reggia i quadrati de' cateti GB , BG , sarà uguale ai ' 
Ire quadrati di CA ^ di MN ^ e di B6. 

In simil guisa può dimostrarsi , che il quadrato di 
CM adegui i tre quadrati di CQ, di GB, e di MN. 
Laonde la differenza de' quadrai^ di CG , e di CM sa^ 
xà quanto i tre quadrati di CÀ , di MN , é di BG 
differiscono da' tre quadrati di CQ, di GB, • di MN, 
cioè a dire quanto il solo quadrato di CA differisce da 
quello di CQ: imperocché la somma di MN* e BC^ è 
quanto quella di BC^ ed MN^. E quindi , quadrupli*- 
cando i termini, sari la differenza de' quadrati de' dia- 
metri conjugati uguale alla differenza de' quadrati degli 
assi. C. B. D. 

5. 297. Cor. 1. Dunque se un iperbole abbia due 
diametri conjugati tra se uguali, dovrà avere tutti gli 
altri diametri rispettivamente uguali ai loro conjugati. 

$i ti^Si Cor, II» E quindi tutti i diametri del'- 
l\ iperbole parilalera sono rispeUwamenie uguali a' IgrQ, 
conjugati. E sarau pure i medesimi diametri rispetti- 
tamente uguali ai loro parametri. E '1 quadrato di cia-^ 
flcuna semiordinata ad un di questi diametri sarà ugua-* 
le al rettangolo delle ascisse da entrambi i vertici. 

$• ^99- ^or. 111. E'I quadrato di una qualunque 
semiordinata ad un diametro secondano di questa i-^ 
perbole sarà poi uguale alla somma de' quadrati del 
semidiametro secondario , e dell' ascissa dal ctAtr»*. • aMj 
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PROPOSIZIOME XXIV- 

F ft O 1 L E M ▲• • 

Jt^. 71. 5- ^^* -"fl'^' ^^ grandexxa e di posizione i àue $^ 

midiamefri conjugati HQ ed ]SQ delV i/ferbole AQ , dt- 
ierminame i semiassi conjugatL 

Constr, Si compia il parallelogrammo HQME dal- 
le date rette QH , HE , e Vi si conducano le diagona- 
li HM , QE. Inoltre dal punto H si meni la ]Q[R pa- 
rallela alla diagonale QE , e media proporzionale In 
la metà delle anzidette diagonali. E divisi per metà gU 
angoli KHL ed LHe per le rette HA ed AB, si tir| 
dal punto K la parallela alla diagonale HM : e poi per 
lo punto A 9 oye quella ne incontra la retta HA , si 
distenda la AB parallela alla KH. Saranno HA , et 
HB i semiassi addimandati. 

Dim, Essendo le inette HQ, HE due semidiametri 
eonjugati della richiesta iperbole , la ditigonale HM del 
^ parallelogrammo HEMQ , che compiesi da essi , sarà un 
dint. assintoto di tal «urva^ \ e V altro ne sarà la retta HK 
condotta dal pumto H parallela alP altra diagonale EX^. 
Ed oltre a ciò i semiassi conjugati della detta iperbo* 
le dovran ritrovarsi nelle rette HY , ed HS , che diri- 

* 159. dono per metà gli angoli KHL ed eHL"^. Ma essendo 

la HK media proporzionale tra le HF ed FQ, ella dee 

* 269. esserne il lato della potenza della richiesta iperbole*: 

e la retta KA , che da K conducesi parallela ad HF , 
dee segnare nella retta HY il vertice principale A del- 
la detta iperbole. Dunque sarà HA il semiasse princi'- 
pale di tid curva. E tirando per A la AB parallela ad 
HK I ne mtk HB il semiasse conjugato. C. B. D. 



5. 3oi. Cor. 1. Dati due semidiametri coDJugati 
di un'iperbole, si potrà descriver cotesta curva colla 
guida di questo Problema, e di quello della Prop. 18. 

5* 3oa» Cor. II. E potrà benanche descriversi tin' 
iperbole , che abbia per assintoti i lati HG , HL del 
dato angolo CHL , e passi per un dato punto Q entro 
di esso. Cioè : » Dal punto Q si meni la QF parallela 
» alla HC , e fatta la FM uguale alla FH , si unisca- 
' no le rette MQ , QH , e si compia il parallelogramr 
li tao HQME. Saranno le HQ , ed HE due semidia- 
n metri eonjugati delP iperbole richiesta, i cui semias- 
» si potran rinvenirsi per la Prop.' precedente \ ed ella 
» si potrà poi descrivere per la Prop. 18. 

$• 3o3. Scoi. Il presente Problema , che vedesi 
ridotto a ritrovar due rette , tal che sia dato la òiS%^ 
renza de' quadrati loro , e 1 rettangolo di essa , può 
risolversi agevolmente per le analitiche vie , o per le 
geometriche. Ma n'è piaciuto volerlo qui risolvere par 
le, proprietà note degli assyitoti dell* Jperbolit» 



t.'. » 
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G A P. IV. 



PROPOSIZIONE XXV. 

T B p. m S V A. ' ^ 

5. 3lo/^. P^ un do/o punto fyori Tiperholf coiu^[(a^ 
re unfl> tangente ai essa curva.. 

Casi. 1. Se il punto ^mto ^tia in uno ié* d^e asnntoti 

delle proposte iperboli, sMntemderà pel 5* ^^S* <P^^ ^ 

tifizio debba impiegarsi a tal uopo , ed a <pale delle det^ 

te curve debba cadere la tangente , cbe vi si doman&Ì! 

Cos. II. Se il dato punto R stia dentro l^ango^ 

Jlir* 7^< Io as8Ì9itatico CHP , col seguente artifizio si otterrà Vw: 
tento. Si ^iri la retta HR dal centro H della dat& ìpepf 
bole al dato punto R : ed ella poi si distenda ali* ingiù ^ 
aincbè la HN sia terza proporzionale dopo le HR , ed 
HA. E condotta per N nella detta iperbole la cordai 
Mj9t parallela alla tangente di essa curva in A , ai uni- 
scano le du,e rette RM , Rm. Queste saranno te {ùngen- 
ti additfutndat^. E la dimostrazione potr^ ordursi , co- 
me quella deir Ellisse , Prop. ^6. 

jf|. 74* Cos. \M. Finalmepte pel doversi condurre la tan- 

gente air iperbole MA dal punto T , che sia fuori 1* 
angolo assintptico KCH[ , dovrà praticarsi il seguente 
arUfizio. Si tiri la retta TCO per lo centio C it\Y 
iperbole AM, e per Io dato punto T. E dallo steaso 
dentro conducasi hi CA al punto medio di una cordi^ 
^i detta curva, parallela alla TC : ed in A poi si met 
^ Ii^ tang^en^ A9 ali - ijperbpl<^ AM , projducendoli^ i% 
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0ino al di lei assintoto CH. Inoltre presa la CO terza 
proporzionale dopo le CT ed Aq^ si- meni per .O la 
OM parallela alla CA, che incontri iu M ed m le iper- 
boli opposte , e si uniscano le rette TM , e Tm. Di« 
co esser queste le tangenti j che si risckieggono. 

Pim» Imperocché, se mai la retta M^ diversa dak 
la MT potesse toccare in M V iperbole MA , ordina- 
ta la MN al diametro DA , sarebbe AQ» a OA* , co-* 
si MN* a DNA , o Cl?r*. Ma il quadrato di MN at* * »*^ 
al rettangolo CNr nella ragion composta di quelle di 
MN a CN, e di MN ad Nr, o deUa sua uguale di 
O a Cr , per esser simili i due triangoli MNr , Clr« 
Dunque sarà AQ* : CA* :: OCi : NCR } • quindi sic- 
come n^é GA* uguale ad NCr, per k tangente M/; cor 
ai doTrebb\essere OCt uguale ad AQ*. Ma per con-^ 
9truzione é AQ^ uguale ad OCT. Dunque saranno trx' 
•e uguali i rettangoli OC/, OCT , eh' è un assurdo. E 
cosi potrebbesi benanche dIn\ostrare , che la Tm sia 
tangente dell^ iperbole Dm opposta alla primiera curva. 

5. 3o5« Cor I. Ciascuna tangente deir Iperbole n# ' 
tronca da* due semidiametri conjugati e verso il cen« 
tro della figura due parti , che hanno i seguenti sim* 
metrici valori. La prima di esse, qual sarebbe la CR, 
è terza proporzionale in ordine ali* ascissa corrispon* 
dente all'ordinata per Io contatto ^ ed a) semidiametro 
-primario , doé in ordine alle CN , e CA , come si è 
dimostrato nel 5. a4o. E P altra CT ò anche terzm 
proporzionale dopo la stndordinata NM per lo conUih 
io el sèmiiiamelro secondario CB. 

5* 3o6. Cor. 11. Se diasi ffn punto fuori di nn* 
iperbole , potri dai casi quassù rapportati rilevarsi , se 
due tangenti possati condursi da quel punto alla dettia 
curva , o una sola: e quando ninna tangente potri pe^ 
^eabl^ da quel giunto. 
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PROPOSIZIONE XXVI. 

V t o m B IC A« 

Af 7^* $• 307. Je Al un pmilo preso fuori di imi* jjper&ofc 

cadano sulla medésima curva , o «uUe opposte sezioni 

due tangenti \ 4pu$te saranno nella ragion de^ semidio' 

^ wsetri eonjugaH a quelli » the passano pé" loro eoniauL 

Dim* Cos. t. Dal pùnto Q cacano aulla stessa 
iperbole AM le due tangenti QA , QM, e da* punti 
A , ed M si tirino le semiordinate AF , MN aT diame- 
tri , che pasMino pé* contatti M , A. Dovrà esser CR : 
• 94*. CA :: CA : CN* , e CO : CM ;: CM: CF. Ma diste«r 
dendo le dette tangenti insino a' semidiametri conjugap 
li di C A e di GAt , n' è poi , per lo parallelismo delle 
Tette MR ed AF , CR : CA :: CM : CF :: CO : CM, 
Dunque le due rette CN , e CF saràn similmente di* 
vìse ne' punti R ed A , ed O ed M. E p^r tal divi- 
sione dovrà essere RA"" : NRC :: OM* : FOG. 

Ciò premesso , per la similitudine de'triangoli RAQ^ 
RNM sta AQ : MN :: RA : RN^ e per la somigliana» 
degli altri due RAQ , CRT sU pure AQ : CT :: BA x 
RC. Dunque componendo queste ragioni sarà il i|ua« 
drato di A Q al rettangolo di NM in CT , o si ifuar 
drato di BC ^ che gli è uguale, come AR* ad NRC* 
£ dimostrando in simìl modo esseme QM* : CG^ :: 
FM* : FOC 5 sarà AQ» : CB* ;: QM* : CG*, cioè AQ: 
CB :: QM : C6. E permutando QA : QM :: CB : CG. 

Cos. 1 1 . Steno SM , e SD le tangenti condotte da 
S nelle iperboli opposte AM , Dd; sarà cluaro dover 
esser le due rette SM , e DN similmente divise mt^ 
punti T , R , e Q , ed in questi altri C , A , «4 A. 



Dmqne sarà SM : MQ :: DN : NA. Ma si è dianzi 
dimostrato y che stia DN ad N A , come DR ad RA"^ 9 o * asa« 
come DS ad AQ. Dunque sarà SM : MQ :: DS : AQ^ 
e permutando SM ad SD , come MQ ad AQ , o come 
C6 a CB: C.B.D.* 



PROPOSIZIONE xxvn. 



T B O K S X A. 

5« 3o8. S0 dagU estremi A , e D di un qualunque fg* T^i 
diametro AD ddTiperbole MA si Urino ad es9a ewvm 
le taHgenii AQ ^ DS , che ovunque ne incontrino una 
di lei tat^^ente lavale MS ; il rettangolo delle tangen^ 
ti verticali DS j AQ sarà uguale al quadrato di CB 
semddiameirQ comjugaio ad AD. 

Dim, Dal contatto M si tirino a^ semidiametri con- 
jugati CA I CB le semiordinate MN, MG , e si disten- 
da la CB insino alla tangente laterale SQ. E poiché 
CA* adegua NCR'' , togliendo da ^este grandezze u* * a4^. 
guali il quadrato di CR , vi rimarrà il rettangolo DR A u- 
«uale aH^ altro CRN ; e quindi sarà RD : RC :: RN : 
HA. Ma sta RD : RC :: DS : CT, p^UriangoIi simifi 
KDS^RCT.Ed è poi RN : RA :: NM : AQ , pert 
similitudine degli altri triangoli RNM, RAQ. Duuqte 
sari DS : CT :: NM : AQ, e'I rettangolo di DS in 
AQ dovrà' essere uguale al rettangolo di NM in CT , 
cioè al quadrato di CB. C.B.D» 
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PROPOSIZIÓNE xxvnì. 

T 1 O K K It A» 

/f*9^- 5' 3^* '^'^^^ 2^ medesime cose della Propos* pre^ 
eed. il rettangolo 6MQ delle parti della tangente laie^ 
raUf che restano fra il contatto , e le tangenti i^ertica^ 
li 9 adegua il quadrato del semidiametro CO parallelo 
ad essa tangente laterale» 

Ed allo stesso quadrato di C6 F è pure Miguale il 
rettangolo TMR delle parti della tangente laterale y che 
§ono tra il contatto e gV incontri de" detti semidiatnetri 
eonjugaiié 

Leggasi la dimostvazione della l^ròp. a»*dell'JEUlii^ 
iti con ossenrame la figura indicata. 

PROPOSIZIONE XJUXr 

T ÌB o a X X A 

A- 774 $. ixó^ Se le due corde QA, FH deW iperbole 

QHF s* incontrino entro di tal curva , o fuori di essa ; 
i rettangoli FKH , QKA de* loto segmenti saran còme 
i quadrati de* diametri pataUeli ad esse corda 

Dim. Per intender la verità proposta In questo 
teorema potrà leggersi la dimostrazione della Proposi- 
zione 17. dell'ellisse, con osservarne la figura dian* 
2Ì citata , e con avvertire , che qui dal triangolo DSR 
deLbansi togliere il triangolo PSH , e '1 trapezio NSRZ, 
che furon dimostrati nel $• ^^S* tra se uguali. 

5. 3ii. Cor. i. Di qui potrà dimostrarsi come 



jktìV ellisse , ed in convenevol modo, che, se da un me-- 
desìmo punto cadano in un^ iperbole una tangente , ed 
una segante , il rettangolo delV intera segante nella sua 
parte esterna , e 7 quadrato della tangente sieno co^ 
me i quadrati de"" diametri , che son paralleli ad esse 
rette. 

5. 3 12. Cor, 11. E se una corda di un'iperbole ne 
inierseghi due ordinate di un qualunque diametro di es^ 
sa y i rettangoli de'' segmenti di queste ordinate saranno^ 
proporzionali a"* rettangoli de'* corrispondenti segmenti di 
quella corda. 

PROPOSIZIONE XXX. 

TEOREMA. 

5. 3i3. Se da un punto A conducansi alV iper- /^g. ^ik 
bqle GNE de due tangenti AB , AC , ed una qua- 
lunque segante ADE ; cotesta segante sarà divisa ar^ 
monicamente da iina tal curva ^ e dalla rètta fra' con- 
tatti. 

Le dimostrazioni di questo teorema , e de* due 
seguenti sono identiche a quelle delle Prop. 16 , 17 , 
e 18 della Parabola. / 

PROPOSIZIONE XXXL 

T E O K £ K ▲. 

5* 3i4« iSè dal punto R cadano sulV iperbole BFAT fig. a5. 
le due tangenti RF , RG , e le due seganti RB , RT ; 
tirata la retta FG fra contatti , e le altre due AV, BT 
per le sezioni superiori , e per le in/efiori rispe^tivametir 

^9 
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te ^ queste ire reète saran fra loro parallele ^ o dovrai 
eonq^rrere ad uno stesso punto» 

PROPOSIZIONE XXXU. 

f B O R B U À. 

fig* a^» S' ^^^* *^^ ^^ '''» qualunque punto K p^io 

dentro T iperbole ABS *i distenda , com^ «^ piaccia , 
Za corsia AS , e /'e^ 5uof estremi conducansi le tan» 
genti AV , e^ SV a(/ una /aZ curva ; f7 concorso ài 
dette tangenti dovrà allogarsi in una retta data di pO' 
sizione, 

Dlm, SI legga la Prop. 18 della Parab. , e quello, 
che si è aggluuto nelP Ellisse , Prop. 20. 

PROPOSIZIONE XXXIII. 

TE OR B M A. 

fg* 79* 5* ^^^' ^^^ sezione conica non può segare in più 

di quattro punti un" altra curva conica ^ o un cer- 
chio . 

. Dim. S' è possibile la curva conica ABCE sia so? 
gala ne' cinque punti A , B , C , D , E da un' altra 
curva conica AQBHC , o da un cerchio. Si uniscano i 
due punti A e B, e gli altri due C e D per le rette 
AB , CE , che prodotte s' incontrino in Fi E poi si 
divifiano le AB, e DC ne' punti O, ed V, sicché stia 
AF ': FB :: AO : OB , e DF : FG :: DV : VC , e 
si unisca la retta OV , la quale seghi in L ed JVI ia 
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curva ALBMD. Sarà cbiaro (*) dover e^^ere di lei 
tangenti le due rette, che dal punto F appunti L ed 
M SI conducono. E lo stesso può di:nostrarsi per Tal* 
tra curva AQBHC 5 essendo il punto F , come V è 
chiaro , fuori deli* una curva , e delP altra. Ciò posta 
si unisca il punto F coli* altro punto £ per la retta 
FÉ. Sarà EF : ER :• FH : HR , e cosi pure EF : 
ER :: FK : KR. Dunque sarà FH : HR :: FK : KR, 
e componendo FR : HR :: FR : KR , e sarà poi 
HR uguale a KR , eh* è un assurdo. 

Che se le rette AB , DC sieuo parallele , la ret- 
ta OV 9 che facciasi passare pe* punti medj di co- 
teste corde, ^arà un diametro si della cui'va ALBC, 
che dell'altra AQ*^C. Dunque conducendo per lo pun- 
to E la retta EH parallela a ciascuna delle anzidette 
corde AB , DC , sarà la retta ER uguale ad RH , e 
la stessa ER uguale RK. I/o che n' è anche un assur- 
do. C. fi. D. 



(♦) tiò 8Ì eompretide dall' essere in una stessa retta i divisati 
OOl&tatjd 9 ed i punti , ed Y. Prof^, 3o. 



Cap.IV. i48 



»KLL^ Iperboli 



PROPOSIZIONE XXXIV. 

* 
T E O K E K A. 

/f • 8o« 5* 3*7* J^^scrivere una sezione conica j €he pam 

pc' cinque punti A, B, C, D, E, dati di posizione , fri 
de' quali , comunque presi , non istieno per dritto. 

Anàlisi Geometrica » 

Si uniscano i punti A e C , e gli altri clue B e D] 
per le rette AC, BD, e dall'altro punto E si condu- 
cano le rette EF , EG rispettivamente parallele aBfj 
congiunte AC , BD. Saran proporzionali i rettangoK 
de' loro segmenti, cioè a dire sarà BND : BMD. 
«Vii. -ANC : EMF*. Ma in quest'analogia son dati i primi 
tre rettangoli , e n' è anche data la EM base del quar- 
to: dunque dovrà esservi data la sua altezza MF (*). 
Quindi è , che sarà dato il punto medio O dell' inte- 
ra FÉ : e con ciò sarà data di posizione la retta OV 
.>che passa pe' punti med j O , ed V delle due parall^ 
le EF, AC date di posizione, e di grandezza. In ^- 
mil modo si raccoglie doverne esser data di posizioof 
la KH , che passa pe' punti medj H e K delle altre 
due parallele BD , GÈ date ancor esse di sito , e eli 
grandezza. Dunque sarà dato di posizione il punto Ly 
ove 8? intersegano 1^ VO , ed HK. E questo dovrà cs- 



(*) Faeendo i rettangoli BTfD , BMD , ANC rispettivamente 
uguali agli altri PNx , EMs , EMy , 1' indicata proporzione si ridu- 
ce a quest^ altra fra linee rette , eioè Mjp * IC2 :; jNy ; MJ», Q^^e 
Scr gli Elementi piani sarà dau la MF* 
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seme in tal caso il centro dell' ellisse, supposto cbe 
il punto L stia in mezzo al quadrilineo MEPN. £ 
per ritrovare due semidiametri conjugati di tal curva 
dovrà istituirsi la seguente analogia. Facciasi CV* : 
FO* :: RL* ~ LV : RL" — LO' 5 sarà dividendp 
CV— FO* : FO2 :: LO* — LV : RL' — LO^. Ma 
in questa proporzione son dati i primi tr^ termini ; 
dunque sarà dato il quarto, cioè RL* -«* LO*. Ed in 
tal modo saprassi RL', per esser dato LO' , e quindi 
anche la RL. £ se poi si tiri la LS parallela ad OF , 
e di tal lunghezza , che stia LS' : RL' :: FO^ (*) : 
RL* — LO', sarà dato il primo termine di quest'al- 
tra analogia per esserne dati i rimanenti. E cosi avras- 
$i la retta LS. Ed essendo date di posizione , e di 
grandezza k rette LR, ed LS , che son ^\xe semidia- 
metri conjugati dell' ellisse da descriversi , saran dati 
i {semiassi conjugati di cotesta curva, che potrà poi 
^ihirsi conveaevolmente. 

Che se le rette GÈ , KI , che passano pe' fig. 81^ 
punti medj delle parallele AB , CO , e delle altr^ 
due DF , CQ , sien parallele fra loro -, la curva da 
descriversi sarà una parabola , di cui eccone V asse , 
e^l suo parametro. 

Si è detto nel P. Libro esser la differenza de' qua- 
drati di AE , e di OG uguale al rettangolo di G£ 
nel parametro del diametro HE. Dunque per esser 
dati que' due quadrati e la GÈ base di questo ret- 
tangolo , si saprà la sua altezza eh' è quel para- 



C) La grandezza RL*— LO* può farsi uguale ad un quadrato, 
]per gU Elem. piasi , quale si dica e*^ sarà L^* i IlL* u IO* • «^ » 
cioè LS : RL :: FO : «. 



>' 
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metro. Inoltre potrà anche sapersi il vertice H del 
diametro HE , per esservi AE* uguale al rettaagolo del 
detto parametro nella EH. E cosi pure si potrà deter- 
minare il vertice L , e '1 parametro del diametro LI. 
Quin'li è, che se prendausi nelle HG ed LK le HV 
ed LZ r]spettivam**nte uguali alle quarte parti de^ détti 
j^arametri , e per V e Z si tirino le VP , e ZP paral- 
lele alle AB , CQ (*) ; queste segneranno colla loro in- 
tersezione il fuoco P : e la PR parallela ad HE sarà 
r asse , di cui si troverà il vertice , ed il parametro 
cogli artifiz] di già praticati. Onde si potrà descriver 
tal curva con moto organico , con assegtiazion di pun- 
ti , ed anche per la sezione di un cono retto nel se- 
1^.69. guente agevoi modo. Nel triangolo FBD per Passe di 
un qualunque cono retto facciasi FD a DB,' come quel 
dato parametro principale , ch^ io chiamo V , alla DN» 
Di poi per N si tiri la NP parallela alla DB, e per la 
NP si distenda un pirino perpendicolare a quello del 
triangolo FBD. Questa curva sarà la richiesta. Impe- 
rocché sta V : DN :: FD : DB :: NF : NP. Dunque 
sarà V X PN uguale ad FND , o ad NM». E quindi 
la parabola P^ dovrà avere la retta V per suo para* 
metro principale. 

Inoltre converrà Y analisi quassù recata adat*. 
tarla alP iperbole , se la posizione de^ punti dati 
ci faccia conoscer chiaramente non potersi per 69- 



JIg, 37. (*) Prendendo nella R5 la RC uguaU alla <iaarta parte dil fMura« 

metro di tlS alla paraboU LAR , e conducendo par C un'* ordinata 
al diametro RS , la CO dee passare per lo fuoco F di tal curva. .Poi- 
ché , se la detta ordinata incontri V asse ncU' altro punto f , sari M/ 
uguale ad RG , cioè alla RF , o alla sua uguale MF , eh' é uà as^ 
sordo. 
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SI conclurre una parahola ^ o un' ellisse , o se rinven- 
gasi BL^ miiior® di LO* , o il yalore di RL* negati* M- ^'«ì 
vo C). 



(*) Si sa dalla Prop 3i. Lib. 11^ e dalla 18. Lib, 111. come d 
possano per la sezione del cono retto rilevare 1* ellisse , e V iperbole • 
£ di bene im tal congiuntura mostrarne la loro descrizione per asse- 
gnazioni de* punti. £d in primo luogo volendo deseriveFC un' ellisse , 
che abbia per semiassi conjugati le rette AC , e CE , basterà descri- fis* ^^é 
yere il cerchio ABD col centro C , intervallo CA , che ne il semias- 
se maggiore j e poi in ciascuna semiordinata NM nel cerchio ABD 
•converrà prendere NP ad NM , come CE a CA. Il punto P sarà nel 
perimetro ellittico. Imperocché da una tal proporzione dee risultare 
NP* ; NM« ;: CE*. CA», cioè NP» : AND ;: CE* : CA» (jCaroLUL 
Prop. 10. lib. IL). 

Ma per P iperbole , descrìtto il cerchio ABD col centro G inter- fy» S3i 
wslUo CB semiasse principale della richiesta iperbole , si meni la tan- 
gente NB ad esso cerchio da un qualunque punto M del semiasse CA 
prodotto air ingiù Inoltre si uuisca la CB , e presa la CK uguale al 
semiasse CE conjugato ad AC , si conduca per Kla KH parallela a 
BN , e per N si elevi la NP perpendicolare a CN, ed uguale ad HK. 
11 punto P starà nell^ iperbole richiesta. Poiché essendo HK* : NB* s 
CK*. CB» , sarà pive NP» : CN* — CA» :. CE» ; CB\ E quindi U 
curva AP dovrà essere un iperbole. 

Finalmente , perché ogni semiordioata ad un diametro della pa. 
rabola é media proporzionale tra la sua ascissa , e*l parametro , in fa- 
cil modo ne sarà determinata la sua lungiiezza , pei cui estremo dee 
passai la detta curva^ / 
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GAP. V. 



Dk' Fuochi dblle Iperboli. 



5 3 18. Def. XII 1. Il fuoco di uri* iperbole è quel 
punto neir asse principale , ove T ordinata , cbe gli si 
conduce , è quanto ii parametro del detto asse. 

5. 3 19. De/. XIV. L" eccentricità di cotesle iperbo' 
li è la distanza del loro centro da ciascun de'detti fuo- 
chi. 

5. 320. Scoi, Ho stimato di ometter le definizio* 
Ili àe" punti di sublimità delle iperboli^ delle linee di 
sublimità , e de"* rami , potendo valer quelle , eh' io vi 
recai nella Parabola Gap. 1 1 . 

PROPOSIZIONE XXX. 

T 1 O R B X A* 

f$* H* 5. Sai. La retta AP , che unisce gli estremi di^ 

semiassi conjugati CA y CP delV iperbole AM, i ugua- 
le alla CF eccentricità di essa curila : lo che conduce 
ad agevolmente ritrovare i fuochi delle iperboli. 

Ed é poi cotesta eccentricità media proporzionale 
tra 7 semiasse principale , e tra la somma di tal retta e 
del semiparameiro di esso. 

Dim. Part.I. Qui può dimostrarsi come heirEllisse 1 
che il rettangolo BFA sia uguale al quadrato di CP. Dun- 
que aggiungendovi di comune il quadrato di CA , do- 
vrà risultarne il quadrato di CF uguale a quello di 
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AP , e ^indi CF uguale ad AP. Laonde , se col cen- 
tro C intervallo AP descrivasi un cerchio , questo do- 
vrà segnare negli assi prolungati delle due iperboli op- 
poste y e delle due coujugate i loro fuochi. 

Par. Il, Si prenda nel semiasse CB la CO ugua- 
le alla metà del parametro principale AT , e poi si 
unisca la PO. Sarà CA : CP :: CP : CO* j e quindi i - a44- 
due triangoli ACP , OjLP , dovranno avere per la 6. 
El. VI. r angolo APC uguale all' altro POC. Dunque 
aggiungendo ad essi di comune T angolo CPO dovrà 
esser tutto T angolo APO uguale a' due angoli POC , 
CPO, cioè ad un retto. E sarà quindi CA ad AP o 
alla sua uguale CF , come CF ad AO. C.B.D. 

5. 322. CoroL i. NelC iperbole il quadralo del 
semiasse conjugato è uguale alla differenza de* quadrati 
deW eccentricità y e del semiasse principale. 

§, Ì2Ì. Corol, 11. Ad un qualunque punto M 
deir iperbole RIVI , di cui SR sia Tasse principale. RQ 
il suo parametro , e CT il semiasse conjugato , con- 
ducansi la normale MO , la tangente MP , e T ordina- 
ta MN al detto asse. Sarà RQ ad RS , o CT* a CR% 
€0me NO ad NC*. E componendo dovrà esser CF^ : • ^41. 
CR^ • :: CO : CN :: OCP : NCP. Onde stfrà CF' ugua- • 3^:1. 
le ad OCP , Qome T è CR* ìiguale ad NCP , per I« Cc- 
roll. prop^ XI. ' 



Sto 



PROPOSIZIONE XXXVL 

T S O R E IK A. 

M* ^^« $« 3i4- S^ ^ fuochi F ed Y delle iperboli Qppo^ 

ile RM j Sm conducami le due retle FM , YM ad uh 
punto M di ufM di esse curve\ questi due rami dovran* 
no inclinarsi ugualmente alla tangente della detta iper* 
bole in RI : cijskè a dire V angolo FMP sarà uguale alV 
altro VMP- 

Dim» Qui può dimostrarsi , come n^irellisse Prop, 
a4 , che stia VO : OF :: VP : FP. Ma per lo paralle- 
Ksmo delle rette OM ed F/ sta VO : OF :: VM: M/.: 
GM : ML. Dunque stari GM : ML :: VP : FP :: VG: 
FL peHrìangoli simili VPG , FPL. E permutando 
dov^à stare GM : VG : : ML ! FL . Onde per la 
6- El. VI. sarà l'angolo FMP uguale all' altro VMP. 
C.B. D. 

§, SaS. Corol. 1. Per lo fuoco V deiriperbole Si 

si meni la retta VE parallela al ramo FM. Sarà cotesta 

retta uguale all'altro ramo VM. Poiché gli angoli YEM 

YME del triangolo MVE sono uguali fra loro, per esser 

. * ^^4- ciascuno di essi uguale al medesimo angolo PMF" • 

5, 326. Cor, li. E distendendo per Io centro C 
delle dette iperboli la retta GCo parallela al ramo FM, 
e quindi ad VE , sarà EG uguale a GM. Perciocché 
dalla 2. El. VI. rilevasi esserne EG: GM :: Yo : oM :r 
YC : CF. Laonde, se congiungasi la VG , i due trian- 
goli VGE , VGM avendo i lati rispettivamente uguali, 
avranno gli angoli VGE , VGM tra se uguali : e cia- 
scuno di essi dovrà esser retto. 

^» 327. Cor. 111. Dunque anche qui raccolgonsi 
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le medesime rerità proposte per T Ellisse ne^ $5. ^^9'ì 
190.: cioè se da un fuoco di un'iperbole si meni la 
perpendicolare ad una di lei tangente , e poi si unisca 
il centro della figura col punto di una tal incidenza * 
cotesto retta dovrà esser parallela a( ramo tirato al con* 
iaHo dalV altro fuoco. 

5. 828. CoroL IV. E Ticeversa, se dal centro dell^ 
iperbole conducasi la parallela al ramo , che passa per 
lo contatto , e poi si unisca V altro fuoco col concorso 
della parallela e della tangente \ cotesto congiugeni€ 
dovrà esserne perpendicolare alla tangente suddetta* 

PROPOSIZIONE xxxvn. 

T E o R B ai A. 

5' ^^9* Poste le medesime cose del Teorema pre^'fig» 9$, 
cedente^ il rettangolo dé*defti rami VM ed MF èugua^ 
te al quadrato del semidiametro GB coniugato a quello y 
the passa per lo punto M della curva , ov^essi si uniscono. 

Leggasi la dimostrazione della Prop. 25. dell'El- 
lisse 9 e si osservi la figura quassù indicata. 

PROPOSIZIONE XXXVIII. 

T X O R £ M A. 

33o. J^05/e le medesime cose delle due Proposizioni fig, 86, 
precedenti], la differenza de' rami VM ed FM è uguale 
air asse principale AS. 

Dim^ Dal ramo maggiore VM locasi la parte 
MO uguale al minore MF. Sarà il rc'ttangolo VMO 
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Uguale al rettangolo VMF , e quindi al quadrato dr 
•p.fr#c. CB semidiametro conjugato di CM*. E perciò i due 
quadrati di VM e di MO, che per la 7. El. II. soii 
• 7. li. uguali al doppio rettangolo VMO col quadrato di V0% 
saranno uguali a 26C^ con VO'. Ma quegli stessi 
• /. 4. quadrati sono uguali a 2CF* con aCM*"*. Dunque sarà 
aCB* con VO* uguale a aCF* con aCM* : e prenden- 
do le metà loro dovrà esseme CB* con «/a VO* uguale 
a CF* con CM\ 

Ciò poslp , suppongasi il semiasse principale SC 
maggiore del suo conjugato CT , e quindi CM mag- 
giore di CB ; e poi d' ambe le parti del precedente 
pareggiamento tolgasi CB*. Dovrà rimanervi "/a V0> 
uguale a CF* colla differenza de^ quadrati de* semidìa* 
metri conjugati CM e CB , o de' quadrati de^ semiassi 
> 396. conjugati CS e CT*. Ma CF* n'esprime la somma di 
que<:ti medesimi quadrati : ed è poi noto , che la som- 
ma di due grandezze colla differenza loro debba constì- 
tuime il doppio della maggiore ('). Dunque sarà "/a\0* 
uguale a ^CS* , e con ciò VO* uguale a 4^8, ed VO 
uguale a aCS. 

Che se il semiasse principale CS sia minore del 
suo conjufzato CT , e con ciò anche CM minore di 
CB , si dovrà togliere CM* da quelle somme , che 
si son mostrate qui sopra uguali. Onde dovrà re- 
starne CF* uguale ad i/i VO* colla differenza de* 
quadrati de' semidiametri conjugati CB e CM , o 
con quella de' quadrati de' semiassi coiijugati CT e 
CS. Cioè a dire la somma de' quadrati di questi 
semiassi espressa da CF^ sarà uguale alla loro dif- 
ferenza e ad '4 VO*. Dunque sarà «/a VO* uguale a 
aCS* , ed VO* uguale a 4CS*. Donde rilevasi come 



Ifr. 8". (*) I-C ^^ '*^ disuguali AD e DB giacciano per dritto; e pre- 
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prima esserne la VO, diflreren7,a de' rami VM ed MF^ 
Uguale air asse principale AS. C B. D. 

5* 33 1. CoroL. 1. Per quel, che» si è detto nel 
Corol. II. prop 36., essendo EV :,Go :: MV : Mo :: U^ SS^ 
FV : ve, sarà EV , o sia MV dupla di Go. E per 
la simiglianza de'triangoli FVM : CVo sta FM : (o :r 
FV : ve j dunque sarà FIM dupla di Co. E quindi 
la differenza de' due rami MV ed MF , cioè V asse prin» 
cipale SR , sarà duplo di CG. 

J. 33'i. Corol, 11. Vale a dire se dal centro di un* 
iperbole si tiri la parallela ad un ramo , distendendola 
insino alla tangente condotta alla curva dalV estremo di 
esso ; cotesta parallela sarà sempre uguale al semiasse 
principale. E dovrà anche cadere in quel punto y che 
^egna nella medesima tangente la perpendicolare ab^ 
bissatale dalV altro fuoco. 

5' 33^* CorolU III. E se dal centro di un"* iperbole 
^i tiri la parallela ad una di lei tangente , ed ella poi 
si distenda , finché ne incontri i rami menati al contai^ 
io\ le parti di questi rami , che la detta parallella ne 
tronca verso il contatto , saranno rispettivamente ugua* 
li al semiasse maggiore. 

$. 334. Corol. IV. I due lati FM ed MO del 
triangolo FOM son rispettivamente paralleli a' lati CG e 



fa la metà dell'intera AB vi si tolga AE uguale a DB. Saj4 AC la 
aemisomma delle proposte rette AD e DB ; e CD ne sarà la semidifle- 
ressa? poiché AD supera DÀ o la sua uguale AE per ED. E gi re. 
drà poi esser la maggiore di esse rette , cioè AD uguale alla semi, 
somma colla semidifferenza loro , e la minore quanto la semisomma 
m^no la aemidiffcrenza : cioè AD := AG -f CD , e DB ovvero AE=: 
AC— CE. E la semisomma BC sarà uguale alla semid inferenza CD ed 
alla minore DB.. E tutte queste illazioni con anche vere pc' doppj dì 
tali grandezze. 
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^"'''^ GV del triangolo C VG , e le Iwro Lasi FO ed VC fo» 
per dritto : dtinqu* essi saranno equiangoli. Onde do- 
vrà stare FM : FO :: CG : CY. Cioè ciaseun ramo 
sarà alla parte deW asse principale , M è ircCl detto- ra^ 
mo e la normale , come il semiasse alV eccentricità. 

fi* ^^* $' ^^^' ^^^^* ^^^ piccoli pend si^ fitti nel piano 

TMF in V ed F , ed intomo al primo di essi sia iferti*^ 
Irile la riga VK nel detto piano. Inoltre il filo ffassi-* 
l)ile FMK , la lui lunghezza sia minore di cpiella 4^1* 
la riga VR , stia legato con un estremo nel perno F , 
e coir altro all' estremo K della detta riga. E poi nefi* 
aggirarsi la riga d'intorno al perno F, uno stiletto 
inuorasi rasente la stessa riga , mantenendoci sempre 
teso il detto filo. Sarà chiaro doversi descriveve ddk 
stiletto un' iperbole ^ di cui l' eccentricità é quanto 
i/a VF , e r asse principale SR quanto la differenza 
di due qualunque rette MV , ed MF , inclinate da' que* 
perni ad un punto di questa curva , è sempre ugnale 
ad VM + MK ^ ( FM + MK ), cioè ad SR C). 



(^ Si leggano le Sezioni Coniche del Signor la Illre per rxave^ 
ninri le diverte apecie di compatti eUittiii , ed iperbolici. 



V 
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?R0 POSIZIONE XXXIX. 

f « O R 1 M ▲• 

5- 336. «y^ ad un t/ualunque punto M delt iperho^ A» ^^«* 
4^6 EM conducasi il ramo FM, e la normale MN , e Jaf 
fìunto N , ore 2a normale ne incontra Vasse , 5^' abbaB^ 
si la NE perpendicolare al detto ramo \ la parte ME , 
eie c^a cfuesio quella ne tronca verso la curva ^ sarà 
uguale al semiparametro principale • 

Vedi la dimostrazione della Prop« 27. deirellisse^ 
riscontrando la fig. cit« 

5. 337. Corot. n rettàngolo fatto dalla normale 
MN nella CG, che dal centro delViperbole si cala per-* 
pendicolewe ^lla tangente MS , è di Una costante granr- 
dezza y cioè uguale al quadralo del semiasse conjugato, 

PROPOSIZIONE XL. 

T S O R E X A. 

$« 338. Descrivere una sezione conica , dhe itbhiafii» ^%\ 
H punto F per fuoco , la reità Q per parametro, prin^ 
Pipale y e tocchi in M. la data retta AM (") 

^Analisi c^oxktrica 

Congiungasi la retta PM, e poi nella FM tolgasi 



(*) Cotesta Proposizione serve ad isnodare il Problema inverso 
delle forze centrali nella rera ipotesi iella grayità dccm cea^a aoMit 
li quadrato 4«IU 4iiitaB|uu 



Ci^^ l6o BSLL^ IpERBOXI 

la ME uguale ad «/a Q : e da' punti E ed M si eleyino 
le rette EN , ed MN rispettivamente perpendicolari 
alle MF , ed MA : ed al punto N , ove quelle si uni- 
acono , si tiri da F la retta FN. Di poi al punto M 
della MP. si faccia V angolo PMV uguale all'altro AMF, e 
la retta MV concorra colla FN in V al di sotto del punto 
lì. Dovrà in tal caso descriversi un* ellisse co^ fuochi F 
ed V , e coir asse maggiore uguale ad FM+MV. E si 
dovrebbe descrivere co' fuochi F, ed V, e coli' asse 
principale quanto la MV — FN un'iperbole, se il punto 
V siane al di sopra del punto N. E fiual mente, se la MD 
fosse parallela alla FN , dal punto M si abbassi la MK 
perpendicolare ad FN , e facciasi KB terza proporzio- 
nale dopo le rette Q , ed MK: sarà B il vertice prin- 
cipale della parabola da descriversi , BN il suo asse, e 
.Q il parametro di esso. E tali cose son chiare dalle 
proprietà di queste curve. 

PROPOSIZIONE XLI. 

TEOREMA. 

i%. go. J. 339. Se da' fuochi F , ed Y delle iperboli op* 

poste MBR , Èia si abbassino le FL , ed Y D perpendi- 
polari ad ufia tangente DP deW una curva , o deir al* 
fra ; il rettangolo di queste perpendicolari sarà sempre 
uguale al quadrato del semiasse conjugato CR. 

E 'Z rettangolo de'* rami FM , ed MV tirati al con- 
tatto M serberà al quadrato della normale MN la co^ 
stante ragione dell* asse principale al parametro di esso» 

Dim, Pari, I, Essendo il quadrato di CF u^ale 
al rettangolo NCP , saran pure uguali le differenze di 
questi spazj e del quadralo di CP , die soa dinotate da* 
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rettangoli VPF^ NPC. Onde dovrà esser PV : PC :: PN i'^'^'^ 
PF. Cioè VD : CQ :: NM : FL, per la similitudi- 
dìne de» triangoli PVD, PCQ, e degli altri PFL, PNM. 
£ sarà finalmente il rettangolo di YD in FL uguale 
air altro di CQ in MN , cioè al quadrato di CR. 

La Parte II. di questa Prop» si dimostra , come 
quella dell^ Ellisse ^ prop. 28 : e la dimostrazione ^ che 
Ho qui addotta per la Parte I. dell' iperbole , si pu4 
anche adattare M" ellisse» 

p R o p o s I z IO N E xm. 

T s O R X H ▲• 

5. 34o. NdV iperbole LÀR il ramo FR è tjuanio fiS' 9'< 
ta sèmordinaia condotta alV asse pel suo estremo R , e 
distesa insino alla tangente , che proceda dal punto di . 
sublimità yerso lo stessa ramo. Cioè a dircela FR è 
uguale alla PN. 

E lo stesso ramo FR sta alla perpendicolare RG y 
che dal suo estremo si cala sulla DG linea di sublimi^ 
ia di essa curva^ come n^ è Veccentricità CF al semtas'^ 
46 AC. ^ • 

La dimostrazione di questo Teorema è indentica 
.a quella deir Ellisse, prop. 9 Lih. II: % nel riandarla 
»i rìscofìtri k fig% citata» 



ai 
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PROPOSIZIONE XLin. 



TEOREMA. 



/^•^•' ; §. 341. Se agli estremi de' rami FR , FK delV 
iperbole RQ conducmnsi le tangenti RT , KT ; Za re^ 
fa FT , c/ie ii/2/5ce il fuoco F xroZ concorso T di que* 
^e tangenti^ dee divider ver metà t angolo RFK conf 
preso da' medesimi rami, ^ 

La ^mostrazione 31 cpiesto teorema è la stessa di 
quella della prop. iÌ. della parabola. 

§. 34^- Corol. Neir iperbole si possono anche de- 
. durre , come si è fatto nella parabola è nel? ellisse, le 
verità seguenti. Cioè : I. Se agli estremi di una corda con" 
dotta per un fuoco delV iperbole si tirino a questa cur- 
va due tangenti , il concorso loro ne sarà allogato neU 
la linea di sublimità. U^ E ad essa corda dovrà esssf 
perpendicolare la retta , che unisce il detto fuoco col 
concorso delle mentovate tangenti. 

5. 343. Defin. XI 1. Allorcliè una curva vicn toc- 
cala da un cercbio nella concava sua parte , e quivi 
si ritrovi avere la medesima di lui curvatura ; cotesti 
specie di contatto si dirà oseulazione , e 1 detto cer- 
cecbio si cbiamerà cerchio osculatore. 
fiS' 93* 5* ^44* Immaginatevi, che ad un qualunque pun- 

to A di una curva conica CDA siasi condotta la nor- 
male indefitiita AR , e che nella detta normale siansi 
presi quanti punti si vogliano R, K, G, ec. Sarà chia- 
ro dover esser tangenti della curva in A tutti qye'cer- 
chi 5 che si descriverebbero co' centri R, K, G, ec.^ e 
co" rispettivi intervalli RA, KA , GA, ec. Or alcuni di 
questi inficiti cerchi deggion cadere al di sotto della 



*> 



proposta curva ('') , ed alcuni altri al di sopra . £ ve 
ne sarà uno tra essi , che q^ùal limite degV interiori e 
degli esterni dovrà avere un suo archetto quasi con-' 
Laciante con un elemento della curva , e quindi della 
medesima di lei curvatura nel luogo A. 

5. 34S. CoroU, Supponendo , che la proposta cur* 
va e '1 suo cerchio osculatore vi abbiano un elemento 
di comune, le normali erette alla curva da^ termini di 
questo arclietto dovran convenire nal centro del detto 
cerchio osculatore. Cioè a dire , supposto che AD sia 
cotesto comune elemento , le normali AKL , e DH eret- 
te alla curva CDA da' suoi estremi A e D dovran con- 
venire in un punto' R, che ne sarà il centro del cer* 
dUo osculatore. 

■ 

PROPOSIZIONE VI. 

T £ O a X M A^ 

5* 346. Sia CDA una qualunque curva conica ; il fig^ 99^ 
cubo delia normale AK sarà uguale al parallAepipedo^ 
che ha per base il quadrato del semiparametro principa'' 
le y e per altezza il raggio AR del cerchio oscuf 
latore. 

Dim. Premessa la precedente definizione el suo 
rischiaramento, dal fuoco F di una tal curva condu- 



(*) Affinchè questo principia abbi» luogo in ana curva data, con. 
lìea che in essa V angolo del contaUo non sia infinitamente magt^io- 
re , BÀ infinitamente minore deir angolo del contatto circolare ; come 
saggiamente fu avvertito dal sommo Newton. Scoi. Lem. XI. Priviti. 
Matemat» Filos. Natur. 
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cansi le rette FA ed FD agli estremi dell'anzidetto eie* 
mento AD. Ed abbassata la FP perpendicolare allt 
tangente della curva in A , si calino da' punti D ed 
H le DT ed HG perpendicolari alle FA ed RA re. 
spettivamente. Sarà chiaro dover essere AT la diffe* 
za de' rami FA ed FD : poiché T archetto y che si de- 
"scrive col centro F intervallo FD , deesi confondere 
colla DT. E cosi pure la GK dovrà dbegnare la difle* 
renza delle RH ed RK. 

Inoltre questa retta *AT, per la 19. El.V., starà a 
KH y come FA ad FK : poiché si è detto nel $• 334* 
esseme il semiasse principale aireccentricità, come FA 
ad FK , o come FD ad FH. Ma nella parabola più 
facilmente ciò si conchiude dall' esser le FA ed FD. 
respettivamente uguali alle FK ed FH. Infatti , se 

fS' 29. alle Uguali QB e 2AF vi aggiugneremo la BF , do- 
vrà risultarne QF uguale a BA con AF , cioè ad 
FR. 

/^. 92. E poiché per la similitudine de' triangoli ATD , 

FAP sta AD: AT:: AF: AP, e si è qui sopra di- 
mostrato esserne AT : KH :: FA: FK, sarà ex aequo 
AD : KH :: AF^ : AP XFK. Inoltre per la somiglian- 
za de' triangoli KHG, KB A sta KH: GH :: KB: BA:: 
FK : AP ::' FK X AP : AP\ Dunque sarà di nuovo 
per equalità ordinata AD : GH :: AF» : AP*. Ma la 
prima di queste due ragioni è uguale a quella di AR ad 
KG, pe'triangoli simili ARD, GRH. E per la similitu- 
dine degli altri due AKL, AFP, la seconda delle dette 
ragioni è quanto quella di AK* a KL^ ('). Dunque sa* 



(*) Ne' triangoli rettangoli ALK , APF sono »guali gli angoK 
acuti KAL , AFP , perché ciascuno di essi é complemento dello stff- 

■a anorrklA DAI? 



Bo angolo FAF. 



BEZ.!.^ Iperbole i65 Cap. v^ 

ra AR : RG :: AK* : KL^ : e convertendo dovrà esse- 
re AR: AK:: AK^ : AL% cioè a dire sarà il cubò del- 
la normale AK uguale al solido , che ha per base il 
quadrato del semìparametro AL*y e per altezza il rag. * 33^i> 
gio d^ osculo AR. C.B.D. 

§. 347. Cor. 1. In ogni curva conica CD A il rag- 
gio di osculo AR sta alla corrispondente normale AR 
in duplicata ragione di essa normale al semìparametro 
principale AL. Onde abbassando dal punto L la LQ 
perpendicolare a^a normale AK , starà RA : AK i: 
AK : AQ. 

5. 348. Cor. II. Dal punto K si elevi la KM , 
perpendicolare alla normale AK ; incontrandone in M 
il ramo AF , e poi dal punto M si alzi ad AM la 
perpendicolare MR. Sarà la retta RA il raggio d'oscu'^ 
lo nel luogo A di tal cunfa. Imperocché per lo trian- 
golo rettangolo AMK sta AR ad AK in duplicata ra« 
gione di AR ad AM , o della sua uguale di KA ad 
AL, pe'triangoli simili RAM , KAL. Dunque per lo 
Corollario precedente la CA dovrà esserne il raggio d^ 
osculo. 

5. 349. Cor. III. Se il punto C sia il vertice 
principale della parabola , o uno de' vertici principali 
dell' ellisse , o deli' iperbole , la normale, che vi corri- 
sponde dee pareggiare il semiparametTO principale, co- 
me r è chiaro dal $• ^43. £ quindi in forza dji questo 
teorema il raggio d' osculò in quel punto do\^rà ugua* 
gliare il detto semiparametro principale, 

§. 35o. Scoi. 1 raggi de' cerchi osculatori di una 
data curva servono a determinarvi le diverse di lei 
Curvature: e da' centri de' cerchi viensi a formare (a) 



(*) Qui si è serbata lina frase d«' Geometri «lodtia»! i Bua volui- 
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una Duova curva , detta dair Ugemo Ei^oluta : poiclié 
dall* evoluzione di questa curva , o dallo sviluppo dì 
un filo flessibile adattato alla sua convessità, quella può 
intendersi generata. Del che si ragiona nella Geometrìa 
Sublime. 



ao pailarc col riforc 4cgH antichi dovrà dirsi , cht ?i cèntri àt cer- 
ehi o S€ulMtorì di una curva sieno aliogati nelt Evoluta di essuk 
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PROPOSIZIONE XLf. 

r X O R £ K ▲• 

$. 35 1. «S'è 7tf ascisse CA, CB , CD deW iperbole fg.g^. 
CFE rapportala agli assintoti CD, CL sieno ooniinua^ 
mente proporzionali , e Zoro conducansi le ordinate AE 
SF , DG j z7 quadrilineo iperbolico ABFE, che ne toU 
gono le due prime ordinate AE e BF , sarà tjuarUo 
ijuelV altro BDGF , che ne vien troncalo dalla seconda 
ordinata BF e dalla terza DG. 

E se dal centro C di quesf iperbole agli estremi 
delle dette ordinate si tirino le rette CE , CF, CG; an*» 
che saranno Ira se uguali , ed a que" quadrilinei , i due 
settori iperbolici CEF , CFG* 

Dim. Part. /. Prendansi delle rette AB e BD le 
due alicfuote simili Aa , B6, e vi si compiano i paral- 
lelogrammi AEea , BFfb , che dovranno essere tra se 
uguali. Poiché essendo per supposizione CA : CB :t 
CB : CD , sarà per la 19. Elem. V , CA : CB :: BA. 
BD. Ma la prima di queste due ragioni per la natura 
dì una tal iperbole é uguale a (juella di BF ad AE* , * afi; 
ed alla seconda di esse si è fatta uguale Taltra di Aa : 
a Bb : dunque sarà pure BF : AE :: Aa : Bi^ , e quin** 
di il parallelogi^amoio AEae sarà uguale al tuo equian- 
golo BF/b. 
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Inoltre essendo per le anzidette co^e CA : CB 
Aa : Bi, sarà per la 12. Eleni. V. Ca : Cb :: ha x 
Bh. Onde , se p renda n sì le am, ^r respettivatnetite uguali 
alle Aay Bb ^ fs^yi sì compiano i parallelogrammi camn 
e dbrl , sarà benanche am a br^ come Ca a Cb^ o come 
bd ad ac j quindi il parallelogrammo camn dovrà 
uguagliarne T altro dbrt. Nella stessa maniera può di** 
mostrarsi , che gli altri parallelogranmii circoscritti ali* 
aja iperbolica £ABF sieno uguali a-^ corrispondenti , 
cbe sarebber circoscritti ncll* altra FBDG. Dunque per 
lo Lem. I. dovranno esser tra se uguali le due aje 
EABF , FBDG. 

Fari. II. Il triangolo CEA è poi uguale all^ altro 
CFB) perciocché essi son metà de'parallelogrammi ugua- 
li , che si compirebbero dalle CA ed AE , e dalle CB 
^372. 9 BF"^. Dunque togliendo da que* triangoli T altro CAO 
che loro é di comune , dovrà rimanervi il triangolo CEO 
uguale al trapezio AOFB. Inoltre a questi spazj ugua* 
li aggiungasi il triangolo mistilineo EOF , ne risulterà 
il settore iperbolico ECF uguale al quad rilineo adja** 
Gente EABF. E potendosi dimostrare nello stesso mo* 
do , che r altro settore FCG sia uguale al quadrilineo 
iperbolico FBDG , sarà vero ciò che 'ho proposto nel 
teorema. C.B.D. 
/^' 94' S* -2^*- CoroL 1. Se le ascisse CA , CB , CD \ 

CE y CF , ec. della detta iperbole tra gli assintoti sie* 
no continuamente proporzionali; i quadrilinei iperboli* 
ci GABH, HBDI , IDEK , KEFL , ec. saranno uguali. 
E gli altri quadrilinei GABH , CADI , GAEK , 6AFL, 
ec. dovranno essere come i numeri naturali ,. i ^ a ^ 
'ò y ^ j ec. 

§. 353. CoroL. II. Dunque gli spazj iperbolici 
GABH , GADI , GAFK , GAFL , ec. saranno logarit- 
mi delle ascisse CB , CD , CE , CF , ec.^ o Uellt 
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quantiU delle ragioni di CB a GA , di CD a GA , di 
CE a GA , di CF a GA , ec, (*). 

5. 354. CoroL III. E potendosi continuare all'in- 
finito la serie delle ascisse G A , GB ^ CD , CE , GF , ec. 
continuamente proporzionali ; infiniti uguali trapezj 
GABH , HBDI , IDEKL , KEFL , ete. , dovran conte- 
nersi nello spazio assintotico AFXLG. Dunque lo spa- 
zio assintotico AFXJLG, che nella Prop, si é dimostra *- 
io di una infinita lunghezza j qui vedesi aver benanche 
un* aja infinita, 

J. 355 CorolL iv. Dato il quadrilineo iperbolico 
EKLF facilmente può farglisi un altro uguale , che 
poggi suW ordinata AG della stessa iperbole. Infatti^ 
presa P ascissa CB (juarta proporzionale in ordine alle 
tre date ascisse CE , CL y CA , ed ordinata in detta 
curva per Io punto B la BH \ sarà il quadrilineo ipev- 
Lolico GABH uguale al dato KEFL i lo che può di- 
mostrarsi ^^ come la I^. Parte della presente dimostra* 
xionis. 



(*y Se si preacla «na serie di grandezze geometricamente propor- 
zionali , e di rincontro ad essa si ponga un' altra serie di altrettante 
grandezze equidifferenti \ ogni termine di questa suol dirsi logaritmo 
del suo corrispondente termioe di quella . Ma eccone su questo ar- 
gomento un' idea più distinta recataci dall' Analisi Sublime. La gran- 
dezza a dinoti un numero maggiore dell' unità , x sia una grandezza 
rariabile , ed y n' esprima U valore dclP esponenziale « ; la jt « 
dirà logaritmo della y , o della sua equivalente a^ . 

2:2 
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PROPOSIZIONE XLVL 

>ROBL EXIA. 

» 

àg. 95. $. 3S6. Data urC iperbole parilaiera , ed in essa 

un quadrilineo iperbolico ; determinarvi la ragione ^ òhe 
serba il detto quadrilineo al rettangolo delle sottoposti 
coordinate. 

Soluz. Per lo rettangolo delle cordinate può preu- 

• 269. dersi la potenza della data iperbole GHM '^y cioè il ret- 

tangolo delle coordinate uguali CÀ , AM , ciascuna 
delle quali esprimasi per T unità. £d a quel dato qua- 
drìlineo iperbolico può supporsi uguale, per t ultimo 
Cor. prop. prec, il quadrilineo DAMG , che poggi 
neir ordinata AM. Ciò posto , prendasi V ascissa GB 
inedia proporzionale tra le due date ascisse CD , CA. 

* 35i. Sarà il quadrilineo iperbolico DAMG uguale a aBAMB*. 

E prendendo la CE media proporzionale tra le CB e 
CA , sarà pure BAMH uguale a aBAMI , e quindi 
DAMG uguale a a'XEAMI. Similmente , se tolgasi la 
CF media proporzionale tra le CE e CA , si vedri 
esseme DAMG uguale a 2^ XFAMK. £ cosi più ol- 
tre procedendo si potrà conchiudere per una cbiara 
induzione, che se l'ascissa Ca dinoti T ultima di cote- 
ste medie proporzionali prese un numero n di volte , 
debba esserne quel quadriliaeo iperbolico DAMG Ugna-' 
le a a ** X AamM. Or da queste cose potremo prossi- 
mamente yalutare V anzidetto quadrilineo nel seguente 
agevol modo. 

Pongasi 1* ascissa CD uguale ad A; sarà CB =: \h ; 
imperocché per construzione è CB^ uguale a CAxCD 
r=: 1 X A. E se per h esprimasi questa radice di h , 
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sarà CE = V^ 1 essendo per eonsiruzione CE^ uguale 
a CA X CB. Similmente , se dinoteremo per { la ra- 
dice di * , si vedrà che sia CF r= V^ > P®r esseme 
CF* uguale a CA X CE. Ed in fine , se dal numero 
h estraggasi la radice quadrata pel numero n di volte 
seguitamente , e tal radice esprimasi per la r , sarà 
Ca uguale ad r, Aaa=Ca — CA=r — i, AaXAM=:r — i, 

ed haXam = (^ J ("). Ed essendosi dimostrato 

esseme il quadrilineo DAMG uguale a si'^ X AamM , 
ei dovrà esser medio tra queste due aritmetiche espres^ 

sìoni 2/1 (r— i) , e 2/1 r — — j e ne jarà limite di es* 

se , che dovranno tanto più appressarglisi , quanto 
il numero n siane più grande. 

§• 357. Caroli. I quadrilinei iperbolici DAMG , 
BAMH , EAMI , FAMK. , ec. sono nella ragione 
de^ seguenti numeri i > i* ^ • i 9 ec. e quindi geome** 
tricamente proporzionali al par di questi. 

5* 358. ScoL Con questo metodo de* limiti , ch^ è 
alquanto analogo a quello , che fu praticato dal Som- 
mo Archimede per U dimension del cerchio \ avrehbe- 
6Ì potuto quadrar V iperbole , ed assai prima , che si 
fossero scoverti i logaritmi. E sebbene a' di nostri, per 
mezzo di serie convergentissime si quadrino le iperbo- 
li , e si rinvengano i log-mi de^ numeri , pure a rigO|r 
di scienza dovrebbèsi estimar T errore , che ne risulta 
da^ termini omessi , come saggiamente Pha avvertito jl 
Signor Lagrange. La qual cosa essendo di una malage- 
vole indagine ^ il metodo da me proposto in €|[U^sto 



(*) Etsendo qiialunqne ordinata ^i questa (<arva uguale alla po- 
tenza divisa per la sua ascissa (5* ^^' }• 
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Problema parmi più esatto di quello , che si esegut 
colla somma di serie convergenti. 

PROPOSIZIONE XLVn. 

TEOREMA. 

fig. 96. ^. 359. Sia GMS una qualunque iperbole parilatera 

rapportata agli assintoti CD , CT , che abbia V per po" 
tenia , ed ovunque le si conducano le due ordinate DG, 
AM ; il quadrilineo ADGM , che queste ne troncan da 
quella , sarà uguale alla potenza P moltiplicata pe 7 
logaritmo iperbolico della ragione delV ordinata AM ah 
T altra DG. 

Dim. Sia CE r unità assunta nel precedente calco- 
lo 9 e compitovi il quadrato CF intendasi descritta Pal- 
tra iperbole FLQ , che passi per Io punto F , ed a 
que^ medesimi assintoti si rapporti. Di poi si prenda 
CH quarta proporzionale in ordine alle tre rette CA, 
CD , CE 5 si ordini la HK nelP iperbole FLQ , e sul- 
la retta ka , eh' è una qualunque aliquota di AD > si 
compiano i parallelogrammi Km , A9. Saranno questi 
come le loro basi AM , AQ , cioè come il rettangolo 
• «€9. MAC all'altro QAC , cioè come P ad 1*. E ciò sem- 
pre dimostrandosi, sarà per lo Lemm. ^.^ e per la la. 
El. V. r aja ADGM all' altra ADLQ , come P ad 1. 
Ma è poi r aja ADLQ uguale all' altra EHKF , per 
esserne CE : CH :: CA : CD O^ e'I detto quadriK- 
Beo è il logaritmo iperbolico della ragione di CH a 



(•) Lo che può dimostrarti , come la prop. 45, 



CE , cioè di quella di CD a CA, o di AM a DG. ""^""^ 
Dunque sarà vero il proposto assunto. C* B. D. 

PROPOSIZIONE XLVIII. 

7 E O R £ M À. 

5. 36o. Sia DBC uri" iperbole parilatera ^ e la DCAr^^T» 
una qualunque ordinata alV asse principale AR; il se^^ 
mento iperbolico DBC , che questa retta ne tronca da 
quella curva , mancherà dal rettangolo della semiordi^' 
nata DR nella sua ascissa AR , per quanto rCè il qua-- 
drato del semiasse principale AB moltiplicato pel logaritmo 
della ragione della somma di esse coordinate AR , RD 
al detto semiasse. 

Dìm. Gli assintoti della proposta iperbole sieno le 
rette Q^ , e ¥g : le altre due rette AB , AL dinotino 
i suoi semiassi conjugati : e poi da^ punti B , e D con- 
ducansi le rette BS , DF parallele airassintoto AP. 

Ciò premesso , y quattro triangoli ABS , PGF , 
AGE, A^E son rettangoli ed isosceli, come Ve chiaro 
per essere semiretto V angolo BAS*. Dunque la Dg , * aS^, 
eh' è uguale alle due DE ed Eg , cioè alle due DE 
ed EA , sarà uguale alla somma delle due coordinate 
AR ed RD. Ed essendo il rettangolo ^DG uguale'^ ad • a55. 
AB% e quindi J)g : AB :: AB : DG, sarà pure AR+RD 
a d AB , come AB a DG , o come BS a DF, pe'trian- 
goli simili ABS , DGF. E '1 quadrilineo iperbolico SFDB, 
o il suo uguale settore ADB'', sarà uguale alla potenza * 35?. 
P moltiplicata pe' 1 logaritmo della ragione di AR-|-RD 
ad AB*. Dunque il trilineo iperbolico BDR , ch'èdif- • 359. 
ferenza del triangolo rettilìaeo ADR, e del settore iper- 
bolico ADB , sarà uguale alla metà del rettangolo di 



AR in RDy meno la potenza di tal iperbole moltipli^ 
cala per Io logaritmo della ragione di AR-|-RD &d AB. 
Onde prendendo i loro doppj , si vedrà cbe il* segmen* 
to iperbolico DBC debba mancare dal rettangolo delle 
coordinate AR ed RD, per la doppia potenza di essi 
iperbole, cioè per lo quadrato del semiasse AB mol« 
tiplicato pel logaritmo della ragione di AR -|- RD ad 
AB. C. B. D. 

$. 36 1. CorolL I. Per la similitudine de* triango- 
li AEG , GFD essendo AG : GÈ :: GD : GF , sari 
il rettangolo AGF uguale all' altro EGD , e quindi 
aAGF=2EGD. Siccbè unendo ad essi respettivamente 
gli uguali spazj AG* , e sEG* , ne verrà AF^ — FG* 
J 4^ uguale a aDEG», o AF*— FD* uguale a a ARD. 

5* 36s. Caroli, n. Cioè nelV iperbole parilaiera il 
rettangolo delle coordinate alV asse ( ove il centro sia- 
ne il principio delle ascisse ) è sudduplo della semidif- 
ferenza de' quadrati delle corrispondenti coordinate agli 
assintoti di essa curva. 

$• 363. CorolL iii. Il quadrilineo iperbolico 
ABDE sarà poi uguale al triangolo ARD aggiuntavi la 
potenza deir iperbole moltiplicata pel logaritmo iperbo- 
lico della ragione di AR 4* RD ad AB. 
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PROPOSIZIONE XLIX. 

T X O R X M 1. 

$. 364* Po9ie le medesime cose del Teorema pre^ ji^. 98. 
cedente , se il irilineo iperbolico DBR si aggiri con 
perfetta rivoluzione intomo al suo semiasse prìHcipa^ 
le CB ; la conoide , che vi si genera , sarà la differen^ 
xa del cono retto rettangolo , che tien per asse V ascis* 
sa CR computata dal centro ^ e del cilindro che ha 
per base il circolo del semiasse CB , e per altezza la 
medesima ascissa diminuita di due terzi del detto se* 
miasse. 

Dimostra Sia CA la surregolatrìce della proposta 
iperbole, e la semiordinata DR la incontri in A. Sari 
il quadrato di DR uguale alla differenza de^ quadrati 
di CR e di CB , o alla differenza de^ quadrati di RA 
e di RQ : essendo a cagion dell' iperbole parilatera 
DBR la CB uguale alla BP , o alla RQ , e quindi an- 
cora la CR uguale alla RA. Dunque anche il circolo 
del raggio DR pareggerà la differenza de* circoli de^rag* 
gi RA edRQ. Intanto T ascissa RB dell'iperbole BDR 
d divida nelle particelle uguali Rr , rt , ec. , qualun- 
que sia il numero e la magnitudine di esse : e com- 
piti i rettangoli RrdD , RraA , ec. s' intendaa questi 
rivolgersi intorno a BR insieme coli' iperbole propo- 
sta ; saranno i cilindri de' rettangoli RriD , RraA , 
Rr^Q come i circoli de' raggi DR , R A , RQ. Dunque 
il cilindro di RrcfD sarà uguale alla differenza de' cilin- 
dri di RraA , e di RrqiQ ; come il circolo di RD si 
è qui sopra mostrato pareggiar la differenza de' circo- 
li di RA e di RQ. £ dimostrando il medesimo ««- 
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sunto nelle altre parti deir ascissa RB , sarà per Io 
Lemma I. la conoide iperbolica generata dall* iperbo- 
le BDR uguale alla differenza del friisticono. e del 
cilindro generati respetti va mente dal trapezio BRAP , 
e dal rettangolo BRQP, rÌTolti intorno alla BR , cioè al 
solido annulare, che in tal rivoluzione descrivesi dal 
triangolo PQA. 

Ciò posto , si prenda la BV terza parte del semias- 
se BC : e la retta VN, che conducesi parallela alla RQ, 
si prolunghi insin y che incontri la QP in N ^ e poi si 
faccia rivolgere il rettangolo BVNP intomo ad VR. 
Questo dovrà generare un cilindro uguale al cono di 
'^lo.XII. CBP^: e quindi aggiungendo a questi solidi il cilindro 
generatovi dal sottoposto rettangolo BRQP , sarà il 
cilindro, che vi genera Tintero rettangolo VRQN, uguale 
al solido y che vi forma il trapezio CRQP rivolto intor- 
no a CR.Onde saranno i^uali le differenze di ciascuno 
di questi due solidi dal cono , che vi genera il triangola 
isoscele rettangolo CRA nel volgersi intomo al suo ca- 
teto CR. Ma la seconda di queste due differenze è ugua- 
le al solido annulare generatovi dal triangolo PQA i 
ed un tal solido si è dimostrato uguale alla conoide 
proposta. Dunque alla medesima conoide dovrà essere 
Uguale la seconda delle dette differenze. CJB.D. 
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5. 365* Se iniorno al medesimo àsit QR iiého dé-fy. ^^ 
Hritte le due iperboli RD ei2 BB , /e quali abbiano per 
mssi conjugati le rette MN ed 1*0 \ i due trilinei iper^ 
botici RDA ed REA , ciascuno de' qUalt è contenuto 
dalla medesima ascissa RA , dalia corrispondente semi" 
ordinata , e dalV arco ^ saranno fra loto come i detti 
assi conjugati. 

E in duplicata ragione degli assi conjugati saranno 
le conoidi , che i medesimi trilinei avranno a descri^ 
9ere rivolgendosi intorno alla comune ascissa RA* 

Dim. Pari. L L^ ascissa RA sì concepisca divisa \ 
nelle particelle uguali AG , Gg^ ec. , qualunque sia il 
numero di queste^ e pe' punti delle divisioni G , g^ e^. 
s* intendano condotte alti*ettante semiordinate ad amen« 
due le iperboli» Si vedrà immantinente , che per la 
futura delP iperbole RD debba essere AD* t QAR tr 
MN* : QR* : e cbe.per quella dell' altra iperbole RB 
siavi benanche QAR : AB* :: QR^ : FO». Dunque 
sarà ex aequo AD» : AB* :: MN^ ; FO* ; e quindi 
AD : AB :: MN : F0« Or compiti i parallelogrammi 
AGKD ) AGlB, le loro aje, che sono come AD ad AB^ 
debbono esser benanche come MN ad FO. £ , distcm* 
dendo una taldimostrazion^e qo'principj del Lemma I., co* 
me in simili congìuntuiie si è più volte praticato, s'inten- 
derà agevolmente, che i trilinei iperbolici RDA ed 
RB A sien fra loro , come le rette MN ed FO , che vi 
dinotano gli assi conjugati delle proposte iperboli. 

Part. II. E poiché i cilindri generati mi tl| 

2i 
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rivoluzione da' rettangoli AGKD , AGIB , per avere la 
comune altezza AG, sono in duplicata ragione de^ raggi 
AD ed AB delle loro tasi ; essi saran pure in duplicata 
ragione delle MN ed FO , che sono gli assi conjuga- 
ti delle dette iperboli. E continuando questo ragiona- 
mento con tal guida , e colPanzidetto motodo de^limiti , 
dovrà concludersi , che le conoidi generate da'trilinei 
iperbolici RDA , RBA nel volgersi , eh' essi fanno in- 
torno ad RA , sieno in duplicata ragione degli assi 
coniugati MN , ed FO , C. B. D. 

P li O P O S I Z I O N É LI. 

PROBLEMA. 

fig, i«o. 5. 366. D iperbole ABQ si rivolga con perfetta ri- 

voluzione intorno al suo asse Aa; t^uol determinarsi la 
superficie della conoide , che n"* è generata. 

I. Divìdasi r asse Aa dell' iperbole ne^ punti G 9 
ed H , sicché tanto OG , che OH sia terza pi-oporiìo- 
hale in ordine all' eccentricità OF di essa curva , ed 
al semiasse principale AO. II. Dipoi s'intenda descrit- 
ta r altra iperbole GIK, che abbia per asse princìpak 
la retta GH , e per asse coiijugato quello , che alla 
data iperbole si appai^tiene. III. Finalmente dal punto 
A si elevi alla retta Aa la perpendicolare Al. Dico es- 
^ Sere la ricercata superficie quarta proporzionale in or^ 
dine al raggio di un cerchio alla sua periferia ^ ed allo 
spazio iperbolico AIKQ. 

La dimostrazione di questo problema è V istesst 
li quella della prop. 54» dell' Ellisse. 



è • * 
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P R O P O S I Z I O N E m. 

PROBLEMA. 

5 367. Ritrovare la superficie della sferoide schiac- /l^- ^^^^ 
aiata , la quale si generi dalla perfetta rivoluzione dei la 
semiellisse DAB intorno al suo asse minore BD, che V 
i di base. 

I. Dal fuoco / di una tal curva ad uno degli estre- 
mi D di quell'asse minore si meni il ramo /D , cui 
si elevi la perpendicolare DZ , che ne incontra T as^e 
maggiore in un punto Z. IL Si tagli Eè uguale ad 
EZ , e co' semiassi conjugali E A ed E^ s'intendano 
descritte le iperboli opposte AG e CF. III. Si tiri per 
B la GF parallela ad AC , e si compia il rettangolo 
GLRF. Dico esser la richiesta superficie quarta propor" 
zionale in ordine al raggio di un cìrcolo alla sua pe^ 
riferia , ed allo spazio iperbolico GACF. 

l)im» Essendo per la natura dell' ipei4)ole esterna 
AGBE'^ , BG* : AE* :: BE* + AE» : hE' 5 sarà pure • 286? 
BG* : AE' :: DZ* : JEZ* :: / D^ : DE' , peUriangoli 
simili DEZ , /ED.' E quindi per essere AE* uguale 
ad* / D' , dovrà essere BG^ : AE' :: AE* : ED*^ , e • i83.' 
BC > AE :: AE : ED. Dunque la BG, o la sua ugua- 
le BF sarà il semiparametro delibasse minore BD nella 
detta ellisse*: e la retta FÉ, che vi si congiunge, sarà • »^ 
il luogo delle sunnonnali di cotesta curva : cioè , se per 
io punto M si distenda la MT parallela alla AC , e si 
tiri la normale MN , sarà sempre QN uguale a QT. 

Di più essendo EA* uguale ad EP con CIA*t ed • 5, II. 
E/i* uguale ad EA* con CnA*^ sarà lo stesso E»* ugna- • 6. il% 
le ad EP colla somma de' rettangoli CIA , C/iA. E 



^indi togliendosi d^ambe le parti EP sarà la 
za di E/1* , e di EP , cioè il rettangolo gin ( compi- 
tovi il parallelogranuno nOig ) uguale alla somma de' 
rettangoli CIA , CnA. 

Ciò premesso , per la similitudine de* triangoli 
EBF , EQT sta BF^ : QT^:: BE» : QE». Ma i qua- 
drati di BE e di QE come uguali a quelli di GL e 
di On sono, per la natura del? iperbole AOG, come i 
rettangoli CLA , CnA ; e gli stessi quadrati di QE , • 
di QE, o di MI sono, per la natura dell'ellisse ABCD, 
come AE* ad AIC. Dunque per la il. El. V. doTri 
esser BF* : QT* :: CLA+AE* : GiA + AIC :: EL« : 
gin. Ma è poi BF* uguale ad EL* ^ come Vi chia- 
ro. Dunque sarà pure QT* uguale a gin, cioè , pren- 
dendo i loro uguali , sarà QN* uguale a /M0« Ed ^- 
giungendovi di comune QM% ne risulterà MN* ngnale 
a QO', ed MN uguale a QO ; e quindi il quadrilineo 
AG6E sarà la scala delle normali del quadrante ellittico 
ABE. Ma nel Lemma III. si è dimostrato esser la su* 
pei*6cie di uno di cotesti solidi alla scala AGBE delle 
normali nella figura generatrice di esso, come la cir- 
conferenza di un cerchio al raggio. Dunque sarà il raggio 
d'un cerchio alla sua periferia , come il quadrilineo iper- 
bolico AGBE alla superficie della metà della detta sfe- 
roide, o come GACF all'intera di lei superficie. C.B.D. 

§^ 3G8. Scoi. Il luogo delle sunnormali in tutte e 

• a43. tre le curve coniche non è, che una retta''. Quello del- 

le normali della parabola T è un* altra parabola del 

• io4, medesimo parametro principale*. Iipuogo delle normali 

dì un' ellisse 1' è un' altra ellisse più schiacciata , o un* 

iperbole , secoudpchè quelle si rapportino all'asse mag- 

* «'•'^i giore, p al minore di tal curva*. !E finalmente le noy- 

^ ' mali dì un'iperbole, che si riferisca all' asse principale , 

t «M. baiMio u»a «uova iperbole pe^ la loro locale** 
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T B OR B X JL. 

5. 369. Se nelV iperbole parilàiera NSX rapportar M* «••^ 
fa agli assinioii CA, CD, si tiri ovunque ufC ordinata 
NB : e poi lo spazio assintotico infinitamente lungo 
BXN* , cui quella retta n^ è di base , intendasi rivolto 
intorno alV assintoto C A con perfetta rivoluzione } il so-^ 
lido j che vi si genera , sarà uguale al cilindro gene* 
ratoui dal rettangolo delle sottoposte coordinate NB, 
è BC. 

Dim. Si conducano in una tal curva rapportata 
ali^ assintoto CD le due ordinate SR' ed 5r , e poi si 
compiano i rettangoli CDNB , RS/r , RQiir. Saranno 
i due anelli cilindrici generati da^ rettangoli RS^r, RP/^r 
colla mentovata rivoluzione, come le loro altezze SR, 
PR : imperocché essi han per comune base V armilla 
circolare generatavi dalla Rr. Ma SR sta a PR , o ad 
ri DJ, come CD a CR, ovvero, pe^ triangoli simili CDN . 
e CRQ , come ND a QR. Ed è poi la ND , o la sua | 

uguale PR , alla RQ , come il rettangolo RPpr ali* al- 
tre RQur. Dunque saranno i riferiti anelli cilindrici di 
RS/r e di KPpr , come i rettangoli KPpr ed RQar. E 
quindi pe^ Lemmi I, e II. il soUdo assintotico CfiXND 
starà al cilindro generatovi dal rettangolo BCDN col- 
1' anzidetta rivoluzione 9 come il rettangolo BCDN al« 
triangolo NCD , cioè come a ad i . E 1 solido acuto 
infinitamente lungo , che ne vien generato dallo spa- 
zio assintotico BXN in tal rivolgimento, dovrà essere 
uguale al sottoposto cilmdro , che vi genera il rettasi 
(dt delle coordinate fiC» BN. C. B. J). 



PROPOSIZIONE LIT- • 

T B O R E H À. 

pi' '°^' S* 370. Se dal vertice principale A della parabola 

NAP si prenda un qualunque arco AN, e dal suo estr^ 
mo N conducansi la normale NR, e la NM semiordi' 
naia alt* asse AR j z7 rettangolo del parametro prinfiipalt 
AB , e delV arco AN ^arà uguale al rettangolo della 
detta semiordinata NM nella corrispondente normale NE 
una col quadrato della metà di quel parametro mulii- 
plicato pel logaritmo della ragione della semi ordinata 
accresciuta della normale , al semiparametro. 

Dim, L' asse AR della parabola NAP si prolun- 
ghi in sul Tertice , sinché la CA sia uguale alla metà 
della 3 A , parametro principale di essa curva. E poi 
col centro C , e col semiasse AC descrivasi T iperbole 
parìlatera AE. Sarà la sunnormale MR nella parabola 
A^N uguale alla metà del parametro AB , e con ciò 
ugunle al semiasse AC dell* iperbole parilatera AE. E 
sarà pure il' quadrato di MR uguale a quello di AC. 
Intanto per la natura della medesima iperbole V è an- 
che il rettangolo SDA uguale a DE^ o ad MN*. Sic- 
ché la somma del rettangolo FDA e del quadrato di 
AC sarà uguale alla somma de' quadrati di MN , e di 
MR , cioè a dire sarà CD* uguale ad NR* j e quindi 
CD , o la sua uguale GÈ sarà ugnale alla normi- 

le RN. ' 

Ciò premesso, se intendasi condotta la corda NA, 
che poi intorno ad N , e verso E si aggiri circolar- 
mente ^ ei sarà chiaro , che nel!' ultimo sito di questa 
retta , prima eh' ella 6Ì discenda sulla tangente di t«i 



curri lìrf punto N , la sua parte interiore debLa con- 
fondersi coir archetto Nn , che ne tronca. Dunque in 
tal caso il triangoletto TSno sarà simile all' altro KMR 5 
e quindi per la somiglianza di essi , triangoli, essendo 
Un : No :: NR : RM , il rettangolo di RM in TSn 
dorrà uguagliare V altro di oN in NR , cioè di Er in 
£G. E dimostrando nella stessa guisa , che ogni altro 
rettangolo fatto dalla sunnormale della parabola in ogni 
altro archetto di questa curva sempre pareggi il cor- 
rispondente rettangoletto circoscritto nel quadrilineo* 
iperbolico ACGE 5 sarà forza che il rettangolo della 
sunnormale MR nell'infero arco parabolico AN adegui 
il quadrilineo iperbolico ACGE , ove terminano que' 
rettangoletti. Ma cotesto quadrilineo iperbolico è ugua- 
le alla metà del rettangolo delle coordinate CG , GÈ 
aggiuntavi la potenza di tal iperbole moltiplicata pel lo- 
garitmo iperbolico della ragione di CG-f-GE ad AC* . * 36fc* 
Dunque, prendendo le grandezze uguali alle già dette, 
sarà il rattangolo dell' arco parabolico AN nel semias- 
se AC della detta iperbole uguale alla metà del rettan- 
golo di NM in NR colla metà del quadrato di CA 
moltiplicata pel logaritmo della ragione di NM -f- NR 
ad MR. E prendendone i dupli sarà il rettangolo dell* 
arco parabolico AN nel parametro AB uguale al ret- 
tangolo di NM in NR aggiuntovi il quadrato di MR 
moltiplicato pel logaritmo di NM+NR ad MR.C.B.D. 

5 371. Caroli. 1. Ad un qualunque diametro RC/^, io4« 
della già detta iperbole MAF conducansi ovunque le 
due ordinate DL ed MF : e pe'loro estremi le paral- 
lele all' asse principale di essa eurva, cioè le LI MK^ 
DB, EF : incontrandone Tasse secondario ne' punti I^ 
K , B , E , e r anzidetta parabola VAG ne' punti V ^ 
T , S ,. e G. Saranno i due rettangoli di CA in TV, 
e di GÀin GS respetti vameote uguali a'quadrilinei iper* 



ii^VT; ^$^ BILL* I»S1B0L1 

lolici Mt'LIK ed FrDBE («). E la differenza di qudi 
dovrà la differenza di questi pareggiare. 

5. 372, CorolL 11. Intanto i quàdrìlinei iperibdi- 
d MvLPQ, ed FrDPQ col metodo de'Iimiti più Tolte 
adoperato rilevansi uguali : e son pure uguali i trape* 
tjMLPQ, FDPQ: Io che può ricavarsi dalla Prop. 38. 
El. I. congiungendovi le MP , ed FP. Dunque saram 
lienanche uguali i segmenti iperbolici MvL , FrD , die 
tie restano in togliendo da que* quadrilinei i respetti- 
li trapezj. 

5. 373. CoroU. Ili» E quindi la differenza de^tra- 
pez) MLIK ed FDBE , eh* è quanto quelUa de' qua- 
drilinei iperbolici Mi^LlK ed FrDBE , sari uguale al 
rettangolo di AC nella differenza degli archi parabolici 
TV , e GS. Onde riducendo la differenza di que* due 
trapezj al irettangolo di AG nella retta X sarà la dif" 
ferenza degli archi parabolici TV , e GS uguale alla 
retta X. E questo T è un elegantissimo paradosso di 
Geometrìa, che suggella {**) questi miei Elementi sulle 
Curve Coniche geometricamente congegnati. 



(*) Eitendo per la presente Propot. i qoadrilinei iperbolià 
IflLCA , tà L1€A reipetdyamente uguali a' rettangoli di AT in AC » 
ad AV in AC. Onde la differenza di quellfll cioè il quadrilineo IìkLIS, 
tara quanto il rettangolo di AG in TV. 

(*0 Si legga i) Trattato Analitico tulle Curre Coniche pag. s^i^- 
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